1.1 Nestacionarna Furijeova jednacina provodenja toplote

Izvodimo jedna¢inu koja opisuje vremenski promenjiva temperaturska polja. Posmatramo
beskona¢no mali deo sredine, zapremine dV i mase dm u obliku paralelopipeda i uo¢avamo
toplotne flukseve kroz svaku njegovu povrs.
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IXvodenje jednacine se svodi na pisanje bilansnih jednacina za provodenje toplote kroz uoc¢enu
zapreminu za sva tri pravca: X, y i z. To znaéi pisanje izraza za toplotu koja ulazi kroz jednu

povrs, a izlazi kroz njoj paralelnu drugu povrs, i tako za sva tri pravca. (Na slici to su gustine
toplotnih flukseva: q,, d,.q d,, G,.4 9, J,.4 9de su indeksi koordinate paralelnih povrsi.)

Trazimo bilans toplote duz x ose. Toplota koja ulazi u paralelopiped kroz povr§ koordinate Xx
iznosi:

X, =0q,dydzdr

def AQ ACD
dydz =ds, dr —beskona¢no malo vreme =—= =" = AQ=0ASA
(dy: 7 — beskona¢no ) (g ASAT ~ AS Q=q T)




Toplota koja izade kroz naspramnu paralelnu povrs sa koordinatom x + dx iznosi:

&?de = qx+dxdyd2d T

Gdesu q, i q,,, 9ustine toplotnih flukseva kroz te povrsi, i one mogu biti kona¢ne. Analogno
za ostale pravce imamo:

&gy = qdedZdT ) &‘?y+dy = qy+ddedZdT

AN, = q,dxdydr|, |RXQ,.,, =0,,,0xdydr

Sada koristimo Furijeov zakon koji povezuje gustinu toplotnog fluksa i temperaturu.

Za gustine duz X ose imamo:
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Ovde predpostavljamo da je koeficijent toplotne provodnosti anizotropan i najopstije funkcija
koordinata, A = A(x,y,2).

Akumulacija toplote u paralelopipedu koja je posledica razlike dovedene i odvedene toplote je:
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kojima se izraCunavaju beskona¢no bliske pa im je razlika beskona¢no mali broj kojeg ¢emo

uobiCajno oznaciti sa d(/lX %) Dakle X, —&, ., :d(/lx %jdydzdr. Dalje prosirenjem sa
X X
dt

d(/lx jtj d[/ix o j
dx dobijamo: 8Q, -3, :d—xdxdydzdr:d—XdVdr, dV = dxdydz. Kona¢no
X X

akumulirana toplota u paralelopipedu usled njenog strujanja duz X o0se je:

d dt
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Analogno za y i z pravac imamo:

X

d( dt d( dt
&?y _mwdy = @( y d_y]dVdT ) &Dz _&?Hdz = E(ﬂuz EjdVdT

Sabiranjem sva tri bilansa dobijamo ukupnu akumulaciju toplote u paralelopipedu:

Q= (@x - &gx+dx)+ (&gy - &?y+dy)+ (&gz - &gudz)
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Laplasovizvod V2t

def

Sa druge strane &Q =dm-C - dt, Q =mcAt, X = pdVcdt, dm = pdV
Dakle imamo: pdVedt =dvdr i[ﬂﬂj+i AE +i(ﬂﬂj :
dx\ dx/) dy\ dy) dz\ dz

f_lfefd) dlu 08
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Ovo je Furijeova jednacina nestacionarnog provodenja toplote za slu¢aj kada je A =A(X,Y,2).
Za slucaj homogenih i izotropnih materijala A =const, pase 4 mozZe izvuéi ispred prvih izvoda:

dt A (d% d’ d*
— = +—+
dr  pcldx® dy? dz?

d> d* d?

> +—5+—5 1 naziva se Laplasov
dx® dy® dz
operator ili Laplasijan, a oznaka V? se ¢ita "nabla na kvadrat". Dakle Furijeova jednagina
nestacionarnog provodenja toplote glasi:

at_ 2oy

dr pc

Operator drugih izvoda kraée obelezavamo sa V’ =

Fizicki smisao jednaCine kaze da je brzina promene temperature d—srazmerna Laplasijanu
X

temperature. Furijeova jednacina se za tela pravilnog oblika se mozZe resiti u analitickom obliku
(tj. preko matematic¢kih funkcija), a za tela nepravilnih oblika putem numericke analize i
kompjuterskih programa specijalno pisanih za ovu vrstu jednacina.

Ako unutar tela postoje toplotni izvori i ponori onda se Furijeova jedna¢ina modifikuje gustinom
toplotnog fluksa izvora (ponora) q,(x,y,z,7) na slede¢i nacin:

dt(x,y,z,7) _ 4
dr

Gi(x,y,2,7)

VA(X,Y,2,7) + A = const

Funkcija izvora g, opisuje koliko Dzula toplote u jednoj sekundi u 1m®emituje izvor (apsorbuje
ponor). Jedinica joj je W /m?®. lako nestacionarna, Furijeova jednacina se Koristi za resavanje

stacionarnih probleme jednostavnim stavljanjem da je g—t =0. Za ovaj slucaj je: %Vzt =0, tj.
T

Vit =0.



Na primer za ravan zid imamo,

0= —=const=c,. Integracijom
dx dx dx

dobijamo t(x) =c, - x+¢,. Konstante odredujemo iz temperatura na povr§inama zida.
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