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PREDGOVOR

ZBIRKA RESENIH ZADATAKA 1Z MODELIRANJA ATMOSFERE | je pomani udzbenik za
predmetModeliranje atmosfere |, prema planu i programu Kkoji je ustanovio dr ZawviSJanj¢, redovni profesor,
¢lan SANU van radnog sastava; prema istovetnomuplgmogramu ovaj kurs se predaje poslednjih godiaa
Institutu  za meteorologiju Fidkog fakulteta. Zbirka obuhvata celokupan materifakkripte PRAKTIKUM
RESENIH ZADATAKA 1Z MODELIRANJA ATMOSFERE | SA PRINERIMA RACUNARSKIH
PROGRAMA U FORTRANU | MATLABU autora dr Milivoja BGavrilova i mr Ilvane A. To8i Skripta sadrzi
originalno formulisane zadatke koji su formirankaon Skolske godine 1996/97. 1 1997/98. kada je divh] B.
Gavrilov drzao nastavu, a mr Ivana A. Tosezbe iz predmetModeliranje atmosfere |. Takaie, ova Zbirka
obuhvata deo zadataka iz skripte SKRIPTA 1Z DINAME METEOROLOGIJE IV autora dr Miodraga
Rartica.

Zbirka je prvenstveno namenjena meteorolozimaetigglistima koji se bave problemima modeliranja
atmosfere. Pored njih, Zbirku mogu koristiti i simjaci u drugim oblastima koji se gre sa problemima
numertkog reSavanja diferencijalnih jedfiaa hidrodinamike i/ili drugih olnih diferencijalnih jednéna
talasnog tipa i/ili hiperbotnih i elipticnih parcijalnih diferencijalnih jedd@ma. Termini i simboli u Zbirci
usklaieni su sa uobajenim m@unarodnim i domém standardima. Pored kl&abg ili analittkog pristupa u
reSavanju zadataka, Zbirka sadrzi i listinge izitorkodova komjuterskih programa u jezicima FORTRAN
MATLAB, koji automatizuju izlozene numeike procedure i vizuelizuju pojedne nund&sa rezultate. Za \énu
zadataka navedena je (autorima dostupna) literdtoja ukazuje na teorijsku osnovu, ishodiSte zealalik
materiju zndajnu za zadatak.

Zadaci su grupisani u sedam glava prema dapemim kriterjumima za razvrstavanje problema u
numertkom reSavanju hidrodinadkih jedn&ina. Zbirka p@éinje zadacima u kojima se reSavaju problemi iz
osnovnih postavki vezanih za diskretno predstajdj&ontinualnih funkcija. Zatim se preko zadatakablasti
stabilnosti i vremenskog diferenciranja prelazipnablem linearne advekcije. Najobimniji deo Zbirke odnosi
na probleme prostornog i/ili horizontalnog difereanja, gravitaciono-inercijalnih i Rosbijevih taks a detaljno
su obrdeni i zadaci iz nelinearne advekcije. U Sestoj glav razmatrana neka pitanja ekongmosti r&unanja.
Autori smatraju vaznom i poslednju glavu u kojojisiozeni zadaci koji ilustruju operatorskicta, najvaznije
numertke operatore (definicije i svojstva), bez kojihmamertki tretman jedn&na hidrodinamike ne moze vise
zamisliti. Zbirka obuhvat&etiri priloga: Spisak kori&nih oznaka i skenica, Géki alfabet, Spisak osnovnih
naredbi FORTRANa i MATLABa, i Literaturu. Cilj polga je da olakSaju pfanje komplikovanog
matematikog aparata izlozenog u Zbirci, kao i da obezbefikagan podsetnik studentima prilikom
savladavanja nastavnog gradiva, kao i njegovu depun

Autori preporduju ¢itaocima, pre svega studentima, da prvo pokuSajsasaostalnim reSavanjem
zadataka, a da poéena reSenja konsultuju u 8hju kada zadatak ne uspeju da reSe. Autori ohnabitajoce da
traZze elegantnija reSenja zadataka, kao i da otea¥esgore o eventualnim greSkama otkrivenim u Zbitatori
¢e biti zahvalni svakom ko im dostavi novo reSenjeonstruktivnu primedbu na postége reSenja. Talde,
preporgujemo ¢itaocima da numetke rezultate dobiju pisanjem sopstvenih programBQRTRANu i/ili
MATLABU, a da numexike rezultate navedene u Zbirci dobijene kao rezidtaSavanja programa koriste samo
kao proveru sopstvenih rezultata.

Na kraju, drago nam je Sto moZzemo ovim putem daadwalimo prof. ZaviSi |. Jardi na podrsci
tokom pisanja Zbirke. Zahvaljujemo se dr Dejanul@sicu, docentu Elektroteh&kog fakulteta u Beogradu, na
konsultacijama o programiranju nunt&ih algoritama i vizuelizaciji rezultata u prograkos okruzenju
MATLABa.

Januar, 1999. Autori
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Zbirka reSenih zadataka iz Modeliranja atmosfere | 1

GLAVA 1

OSNOVI METODA KONACNIH RAZLIKA

ZADATAK 1.1.

Za kontinualnu funkcijuu = u(x, t), ¢ije su nezavisno promenljive prostari vremet , na
duzini L = IAx u ta&tkama pravilne mreze; u vremenu, poznate su njene diskretne (pojedims)

vrednosti
U= W%, b), (1)
gde je korak mreZe zadat
AX =% — X_1 = const (2)
ai=012,..,1. Zameniti du(x,t,)/0x u nekoj taki centralnim kolénikom konanih razlika,

preko:
a) jednog koraka mreze,
b) dva koraka mreze i

c) 2n koraka mrezen< /2.

ResSenje:
a) Prostorni izvod zamenjen centralnim kolkom kon&nih razlika preko jednog koraka

mrezZe ima oblik (Janjj 1993)
(au) %) -Yx0) .

i+Zto Ax
2

ox

b) Prostorni izvod zamenjen centralnim Kalkom kon&nih razlika preko dva koraka mreze
moze se napisati (Jafjil993)

(@j  Wat) Ul @)

[3)4 2AXx

ito

c) Prostorni izvod zamenjen centralnim kalkom kon&nih razlika preko2n koraka mreze,
kada jen< 1/2, ima oblik (Gavrilov i To%i, 1998)

() UXan o) = UXon b) )

& 2nAX

i to

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢



2 Osnovi metoda koraih razlika

ZADATAK 1.2.

Za kontinualnu funkcijuu = u(x, t) poznate su diskretne vrednosti= u(x, b) na intervalu
L = 1Ax u takama pravilne mreze; u vrementut,, gde je korak mrezé\x = x — %_, = consti
i=0,12,...,1 . Smatrajdi dai raste u pozitivnom smerxi ose, odrediti u nekoj &&i i i vremenu
t, aproksimaciju za?u(x, to)/ax preko jednog koraka mreze, koriste

a) kolicnik unapred ili nizvodni koéinik i

b) kolicnik unazad ili uzvodni kodinik.

ResSenjdJanji, 1993):

a) Aproksimacija izvoda kalnikom unapred preko jednog koraka mreZze moze ssatap

(@) _ U te) U x. 1) 0
0X/y, AX '
b) Aproksimacija izvoda kainikom unazad preko jednog koraka mreze ima oblik
ouy _ u(xt)-ux1t)
rv : (2)
X AX

ito

ZADATAK 1.3.

Polazéi od kolicnika kon&nih razlika unapred preko jednog koraka mreze kaoksimacije
za au(x, to)/ax | koristeti Tejlorov (Taylor) red za predstavljanje funkcijeokolini tatke za koju se

aproksimacija trazi, odrediti
a) greSku odsecanja aproksimacije i
b) red t&nosti aproksimacije.

ReSenje
a) Koli¢nik konanih razlika unapred predstavlja aproksimaciju izoablika

u(%:1.%) — U % ) :(auj

— . 1
AX 0X/jt, @)
Razvoju(%.;, ;) u Tejlorov red okax moze se napisati
U()ﬂ tO) = L( X tO) +(@) Ax+1(a_2uj (AX)Z +1(a_3u) (AX)3+ )
+1 l aX i’to 2 axz 6 aX3 e

i,to |vt0

Prebacivanjem prvogJana desne strane (2) na levu stranu i deljenjefwsadobija se

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢



Zbirka reSenih zadataka iz Modeliranja atmosfere | 3

axz 3

LRI ML +1(@]_ Axé(aiuj (8. ©

odnosno,
U(>ﬁ+1'to)_L(>f"b)=(@) ‘e @)
AX ox ito '
gde je
2 3
gzl(a_gj Ax+£(a—gj (A%)*+... . (5)
2\ 0x " 6\ dx ™

Oduzimanjem (1) od (4), dobija se razlika datazara (5), poznata pod nazivom greSka odsecanja

aproksimacije. Stian postupak oddévanja greSke odsecanja moZe sé kad Janjéa (1993).

b) Red t&nosti aproksimacije je najnizi eksponent kojim jepgnovan korak mreze u gresci
odsecanja. Aproksimacija (1) je prvog redéntssti, posto je jedinica najnizi eksponent kojiniye
stepenovano u (5), ili

£ =0(AX). (6)

ZADATAK 1.4.

Polazéi od koli¢nika kon&nih razlika unazad preko jednog koraka mreze kaokapnacije
za au(x, to)/ax I koristeéi Tejlorov red za predstavljanje funkcije u okolitdacke za koju se
aproksimacija trazi, odrediti

a) greSku odsecanja aproksimacije i

b) red t&nosti aproksimacije.

ReSenjdGavrilov i ToSt, 1998):

a) Koli¢cnik konanih razlika unazad predstavlja aproksimaciju izvamtdika

u(x,to);;(x-w) :(%) | )

ito
Razvoju(%_;, t;) u Tejlorov red okax moze se napisati
U()ﬂ tO) = L( X tO) —(@) AX+1(0—ZUJ (AX)Z _}(a_:suj (AX)3+ )
-1 ] ax Ito 2 aXZ 5 6 aX3 . P
: o o
Prebacivanjem prvoglana desne strane (2) na levu stranu, promenomazndgljenjem saAXx,

dobija se

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢



4 Osnovi metoda koraih razlika

a2 _1(0_2“) AX+1("’_3“] (8. ©

A ox x> 3

o 2 6\ dx ito
odnosno,
U()ﬁ,fo)_L()ﬁ_l, B):(@) +€. (4)
AX ox ito
GreSka odsecanja je
1( 9%u 1 asuj 2
=—-Z| 22| Ax+-=|— AX) +... . 5
Z(GXZJHO 6(0X3 ixo( ) ©

b) Aproksimacija (1) je prvog redactaosti, jer je jedinica najnizi eksponent kojim 4
stepenovano u (5), ili
£ = O(AX). (6)

ZADATAK 1.5.

Kojeg najnizeg reda ¢aosti mora biti Sema da bi bila konzistentna?

ReSenje:

Sema mora biti bar prvog red@nasti da bi bila konzistentna.

ZADATAK 1.6.

Polazéi od centralnog koéinika kon&nih razlika preko dva koraka mreze kao aproksimeacij
za au(x, to)/ax I koristeti Tejlorov red za predstavljanje funkcije u okolitdacke za koju se

aproksimacija trazi, odrediti
a) greSku odsecanja aproksimacije i

b) red t&nosti aproksimacije.

ResSenje:

a) Centralni kolinik konanih razlika preko dva koraka mreZe predstavlja kgiroaciju
izvoda, oblika

u(%,10) = U %-1. o) =(6uj

—| . 1
20X 0X/jt, @)

Razvojem u Tejlorov red (videti zadatke 1.3 i 1dbbija se

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢
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_ ou 1( d%u 2 1( 0% 3
=i oGy ey e e
U0 -[0U) axs @ 1(@] 3
9= )-(G) aeg(Te) @3] e o
Oduzimanjem (3) od (2) sledi
(%41, t) = U en ) _(0u
2/x _(axji’toﬂa' @
gde je greSka odsecanja data u obliku
1( 03u
€= E(ﬁj (AX)2+.... (5)

ito
Sli¢an postupak oddvanja greSke odsecanja moze sé kRad Janjéa (1993).

b) Centralni koknik konanih razlika preko dva koraka mreZe je drugog redadsti, jer je
dvojka najnizi eksponent kojim x stepenovano u (5), ili

e= O[(Ax)z] . (6)

ZADATAK 1.7.
Polazéi od centralnog kodinika kon&nih razlika preko cetiri koraka mreze kao
aproksimacije za3u(x, to)/ax I koristei Tejlorov red za predstavljanje funkcije u okoliatke za

koju se aproksimacija trazi, odrediti
a) greSku odsecanja aproksimacije i

b) red t&nosti aproksimacije.

ReSenje:

a) Centralni kolinik konanih razlika prekocetiri koraka mreze predstavlja aproksimaciju
izvoda, oblika

U()ﬁ+2,to)_ L( X-2, to) _(ou
4NX B (&juo ' )
Razvoj u Tejlorov red daje
0 1( 02 1(a®
dra= (3 i) eor g5 pare. e

ito

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢



6 Osnovi metoda koraih razlika

au) 1(62uj 2 1(0%] 3
ul%_o,t) = yh)— |l — | 20x+=| — 20X)" —=| — 20X)"+.... 3
(-2 = 0)-( 5] 2mee 5[ 3 ey [ ) @
Oduzimanjem (3) od (2), dobija se
U(X 42, t) = U(%-2, to) z(@) +e (4)
ANX YT
gde je greSka odsecanja data u obliku
2( % 2
E=—| —5 AX)"+.... 5
3(0)(3]]%( ) ( )

ReSenje (5) je iderttno rezultatu navedenom kod Jéaj(1993).
b) Centralni koknik kona&nih razlika prekaetiri koraka mreze je drugog redérasti, ili

e= O[(AX)Z] . (6)

ZADATAK 1.8.

Napisati aproksimaciju (Semu) za jednodimenzionalmearnu advektivhu jedcdaou
zamenjujii izvod po vremenu kathikom unapred, a izvod u prostoru Kolikom unazad. Posle
toga, odrediti

a) greSku odsecanja Seme i

b) red t&nosti Seme.

ReSenje:

Jednodimenzionalna linearna advektivna jédraje data

Hyo= )
ot 0x
gde suu=u(x t) i c=cons.
a) Sema za (1) ima oblik
ntl _ . n n_,n
U y +Cui l'*—lzol (2)
At AX
Razvojem u Tejlorov red, moze se pisati
u™ = w{@) AHE(O_ZUJ (At)2+}(a_suj (at)*+ 3)
! ot/i,,  2\at? o 6\ ot "
ul, = q”—(@) Ax+1(@j (AX)Z—E(O—%J (Ax)*+ (4)
- TN 6lox°),,

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢



Zbirka reSenih zadataka iz Modeliranja atmosfere | 7

Prebacivanjem u (3) prvagana desne strane na levu stranu i delenjedstsalobija se

n+l _ N du 1( 9%u 1( 0%u
U Y :(_) ol | At+| (At)2+.... )
At ot/y, 2\ot " 6\ ot it

Slicno, prebacivanjem u (4) prv@tana desne strane na levu stranu, promenom zrdedanjem sa

AXx, dobija se

n_ ., n 2 3
4 H—1:(@) _E(a_;‘j Ax+1(a—gj (A%)+... . (6)
AX X/, 2\0x°), 6\0x°/.
’ I,to |I0
Zamenom (5) i (6) u (2), sledi
n+l_ . n n_ n
ui q +Cul l"—1_8=0, (7)
At AX
gde je
1( 8%u 1 03uj 2 1(02uj 1(03uj 2
e=—| — |At+=| — |(At) +..4¢ —=| — |AX+=| — ||AX)"+...] . 8
2(at2j es(atf‘3 (&) 2\ ax? 6\ 0x° () (8)

Izrazom (8) je definisana greSka odsecanja Sen&erige (8) je identno rezultatu dobijenom kod

Mesingera i Arakave (Arakawa), (1976).

b) Ako se red t@&nosti Seme definiSe kao najnizi eksponent kojinstepenovani koraci mreze
u gresSci odsecanja, posmatrana Sema je prvoga&uasti, ili

g = O(At) + O(Ax). 9

ZADATAK 1.9.

Odrediti parametao tako da Sema

n+tl _yn
S =af+(1-a)f ", (1)
bude drugog redadaosti, pricemu je
du
o @

ReSenj€¢Rarti¢, 1988):
Razvojem u Tejlorov red, dobija se

n 2P n
Ldun L 1d

A (at)? +o(at)®, 3)

Un+1=Un

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢



8 Osnovi metoda koraih razlika

n 2¢nN
L L BV L LV @)
dt 2 dt?
Koris¢enjem (3) i (4), kolinik konanih razlika se formira u obliku
2 2
Llu+ Y pry —1d—U(At) U |=af +(1-a) f By 1ﬂ(m) (5)
At dt 2 dt? dt 2 dt?
Nakon srdivanja (5), dobija se
2
Wt oaf-a) L 2IY o[ (at) ] (6)
dt dt 2 dt?

Iz (6) i kori&enjem (2), greSka odsecanja je

£= ( 2) At% + O[(At)Z] . (7)

Na osnovu (7) sledi da je Sema drugog redadsti ako je

GZE. (8)

Napomena: Ovako se dobija Adams-Basfortova (Adaashfdrth) Sema (pogledati Glavu 3).

ZADATAK 1.10.

Zadata je aproksimacija jednodimenzionalne lineachesktivne jedn@ne u obliku

) ez

Odrediti parametrex i 3 tako da aproksimacija bude drugog redadosti.

ReSenjgRarti¢, 1988):
Razvojemu_; i U_, u Tejlorov red okox i zamenom tako dobijenih vrednosti u (1),

aproksimacija dobija oblik

2 3 2 2 3 2
(@) :_Caau 6qu+6 u (Ax) . |4 Bau 6u2Ax+63( AX) + U @
ot/, ox ox? 2 x> 3 ox ox? 2 ox® 3

Aproksimacija (2) je drugog reda‘teosti ako je

a+p=1, 3)

a+23=0, 4)

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢
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odakle sledi
a=2, (5)

B=-1. (6)

ZADATAK 1.11.
Zadata je aproksimacija jednodimenzionalne lineachesktivne jedn@ne u obliku

(%j :—{a(%) oYtz +v(%ﬂ (1)

Odrediti parametrer, B i y tako da aproksimacija bude deg reda ténosti.

ResSenjg¢Rarti¢, 1988):
Razvojemu,_;, U_, i U_3 u Tejlorov red okox, i zamenom tako dobijenih vrednosti u (1),

aproksimacija dobija oblik

(@) _ —c{o{%— 0°u (Ax) . % (&x)® }B{au 0°u (20x) . 9% (28x)° }r
= X ol 2

ot e 3 x o 2  od 3
2
{_ (3, o () ]} ®
Aproksimacija (2) je tréeg reda ténosti ako je
a+B+y=1, 3
a+2B+3y =0, 4)
a+4B+9y =0. (5)

ReSavanjem sistema (3)-(5), trazene vrednosti peteaense dobijaju, redom

a =3, (6)
B=-3, (7)
y=1. (8)

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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10
ZADATAK 1.12.

Dokazati konzistentnost aproksimacije

n+l_ N n_.n 2 3 2 3
4 "4 4 ”'1—1(6 g)At—E(a—;’](At)z—...+ E(G—Z‘JAXJ(G—‘;J(M)%... =0, (1)
At AX 2\ ot 6\ ot 2\ 0x 6\ ox

i odrediti na koju se analitku jedn&inu svodi.

ReSenjéGavrilov i ToSt, 1998):

Posmatranjem grainog sléaja

nl_ n n_.n 2 3 2 3
jim (4 W Y ”‘1—1(6 SJm—E(a—ﬁJ(m)z—...+ l[a—ﬁij+1(a—‘§j(Ax)2+... R
At-01 At Ax 2\ ot 6\ ot 2\ 0x 6\ ox

Ax-0

- @"'C@ =0.
ot  ox

Aproksimacija (1) se u gramom sl&aju svodi na jednodimenzionalnu linearnu advektivhu

(2)

jedna&inu.

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢



Zbirka reSenih zadataka iz Modeliranja atmosfere | 11

GLAVA 2

STABILNOST

ZADATAK 2.1.

Upotrebom direktnog metoda ispitati stabilnost Sem#e jednodimenzionalnu linearnu

advektivnu jedné&nu u obliku

U™t = (- )y + gy, 1)
gde sup =cAt/Ax i 1-pu=0.

ResSenje:
Polazeéi od pretpostavke da je analltb reSenje jednodimenzionalne linearne advektivne

jedn&ine ogranéeno, dovoljno je ispitati ograt@nost numetkog reSenja. Koriste relacije

A=B+C, (2)

[Al<[B+[d, 3)

i znajui da jel-p =0, (1) se moZe napisati

‘uin+1

< (1= p)|u + Wy (4)
Obelezavajéi maksimalne vrednosti numekih reSenja u i&kama mrezeiAx na vremenskim

nivoima (n+1)At i nAt sa Max‘d“l

i Ma>q‘q”‘, I zamenom maksimalnih vrednosti u (4), dobija

se

M|+ d|. 5)

Posto je numetko reSenje na progno&tiom nivou (n+1)At manje ili jednako od reSenja na

< Max

aktuelnom nivounAt, ogranéenost (stabilnost) numeékiog resenjau” je dokazana. Zig Sema
(1) je stabilna kada jel-pn=0. Ovde navedeni postupak reSavanja je zasnovanli&@oms

razmatranju kod Mesingera i Arakave (1976).

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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ZADATAK 2.2.

Upotrebom energetskog metoda ispitati stabilnosheSea jednodimenzionalnu linearnu

advektivnu jednénu u obliku

ut = (- )y + gy, 1)
gde sup =cAt/Ax i 1-pu=0.

ReSenj€Mesinger i Arakava, 1976):
Polazeéi od pretpostavke da je reSenje jednodimenziondéimearne advektivne jedtime

ogranteno, treba proveriti da li je suma kvadrata nutkeg reSenja u svim tgama mreze i na
svim nivoima vremena, takie, ograniena. Ako jeste, moze se smatrati da je i svakanosds"
ograntena, iz¢ega proizilazi da je Sema stabilna.
Kvadriranjem i sumiranjem (1) preko svih dobija se
2 2 2 2

>(u) = Z[(l- () + 20(1- ) Ly + 3 ) J )

i i
Koris¢enjem ciklgnih granénih uslova, tj. pretpostavljajuda su vrednosti na krajevima domena

integracijeu;,_; i u jednake, moze se napisati

> () =2 (o) ©

Na osnovu SvarcovéSchwarz) nejedrine sledi

2

iz“i””r’-lsJZ(W)ZJZ(d‘—l) - @)

Zamenom (3) u drugi mnozilac na desnoj straniddhija se

Yuys Y (o) (5)

Smenom (5) i (3) u drugi i tée¢lan na desnoj strani (2), nastaje

Z(M-”*l)z <|(1- )+ 2p(2-p) + uZ]Z(q”)z , (6)

a nakon srdivanja se svodi na

Se S5

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢
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S exf "

Sema je stabilna kada Je- = 0 pri cikli¢nim granénim uslovima.

ZADATAK 2.3.

Upotrebom Fon Nojmanovog (Von Neumann) metoda otineslov za stabilnost Seme, gde
suU°U*,...U" U™ . amplitude numetkih re3enja na vremenskim nivoima 0, 1, n,n+1, ...,

redom.

ReSenje:

Faktor povéanja (poj&anja)|A| se definise izrazom

‘U n+l

=

: 1)

odnosno

o

=]

u®|. (2)
Polazéi od pretpostavke da je analitpb reSenje ograteéno, dovoljno je ispitati ograreénost

numertkog reSenja, odnosno zahtevati uslov

ur

<B, (3)
gde jeB neki kong&an broj. Zamenom (2) u (3) za faktor péarja se dobija
A" <B, (4)

gde jeB'= B/ ‘U(O)‘. Logaritmovanjem (4) i stavljanjem

n:E! (5)

dobija se

In[A| <%At , (6)

gde je B'=InB'. Uvode€i pretpostavku da numekio reSenje mora biti ogram@no u kon&nom

vremenu, sledi da i faktorB''/t mora, takde, imati ograrienu vrednost, odnosno
In[A| < O(At). (7)
Uvodeti malu vrednos®, moze se napisati

A|=1+5. 8)

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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Vra¢anjem (8) u (7) i razvojem tako dobijenog izraZbgjlorov red, dobija se

In(1+3) = 3. 9)

Potreban uslov za stabilnost postaje

3= 0(At), (10)
Sto je ekvivalentno zahtevu
A|<1+0(At), (11)
ili
A[<1. (12)

Ovde prikazani generalizovani postupak moze sekaal Mesingera i Arakave (1976).

ZADATAK 2.4.

Upotrebom Fon Nojmanovog metoda ispitati stabil@she za jednodimenzionalnu linearnu

advektivnu jedné&nu u obliku

U™t = (1- )y gy, 1)
gde sup =cAt/Ax i 1-pu=0.

ReSenjédMesinger i Arakava, 1976):
Zamenom u (1) reSenja u talasnom obliku
uin - U nei kiAX' (2)
gde je k talasni broj ux pravcu, Sema za jednodimenzionalnu linearnu adwektjedn&inu
postaje
U n+1 - (1_ H)U n + HU ne—i |ﬂX. (3)
Znajwi da je
um=aur, 4)
iz (3) za faktor poveéanja se dobija
A=1-p+pe™, (5)
ili

|)\|2 =1-2y(1- p)( 1- coskAX) . (6)

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢
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Iz uslova za stabilnost sledi
2u(1- p)(1-coskAx) = 0, (7)
odnosno, dovoljan uslov za stabilnost je

M<1lipu=0. (8)

ZADATAK 2.5.
Primenom Fon Nojmanovog metoda na neku Semu zarfpkiv&€anja se dobija
A]? =1-2p(1- p)(1- coskax) , 1)
gde sup=cAt/Ax i O<sp<1. Analiticki ispitati (1) u zavisnosti odut za talasne brojeve,

L, =2Ax, L, = 4AXi L, = 8Ax, i graficki prikazati ovu zavisnost.

ReSenj€Gavrilov i Tost, 1998):
Parabola (1) za tri talasne duZi('Iq =2Ax, L, = 4AXi L= %x) prikazana je na Slici 1. Ona
ima minimum u t&i p=1/2 nezavisno od vrednosti talasnih brojevacd¥a se da porastom

talasnih brojeva amortizacija raste. fi.=0 i p=1, Sema je neutralna, dok je amortiziguza

M <1.
A\A\A L,=8AX . A

———A
0.8 ‘\ /‘
) [ ®

|
0.6- \. L ./
1 T \2‘/./
0.4
| ||
0.2 \ /
n |
\ L,=2Ax% /

I\ /I
T 7T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

U

Slika 1.Grafik zavisnostjA|” od p za L, = 24, L, = 4Axi L, = 8Ax.

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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ZADATAK 2.6.
Primenom Fon Nojmanovog metoda na neku Semu zarfpkiv€anja se dobija
|)\|2 =1-2y(1- p)( 1- coskAx) (1)
gde sup =cAt/Ax i 0<p<1. Napisati program u FORTRANu za i1>3rmavanje|)\|2 kada su

poznate vrednosii i na osnovu dobijenih rezultata nacrtati grafil&z‘a/issnosti|)\|2 od U za talasne

duzine L, = 2Ax, L, = 4Axi L, = 8Ax.

ReSenjdGavrilov i ToSt, 1998):

Primer programa u FORTRANu za izl:mavanjd)\|2 dat je u Lisitngu 1.

* *kkkkkkkkkkk * * * * * * *kkkkkkkkkhhhhhhix
*

PROGRAM ZA IZRACUNAVANJE STABILNOSTI *

*

PROGRAMERI: LA.TOSIC i M.B.GAVRILOV, B EOGRAD, 1997 *

* %k k% X

* *kkkkkkkkkkk * * * * * * *kkkkkkkkhhhhhhkix

O0000000

PROGRAM STABILNOST

REAL MI

DIMENSION AL(11,4), MI(11)

OPEN (UNIT=10, FILE='LAMBDA.DAT')

PI1=3.1415967

DO 20 J=1,4
DO 20 1=0,10
MI(1)=1*0.1
AL(1,3)=1.-2.*MI(1)*(L.-MI(1))*(L.-COS( PI/3))
20 CONTINUE

DO 30 1=0,10

WRITE (11,40) MI(l),AL(l,1),AL(l,2),AL(l,4 )
40  FORMAT (F5.1,3(2X,F5.2))
30 CONTINUE

CLOSE(UNIT=10)

END

Listing 1. Program u FORTRANu za iZ[mavanjq)\|2 odp.

Grafik zavisnostiA|” od i za talasne duzind, = 2Ax, L, = 4Axi L, = 8\x dobijen upotrebom

programa u FORTRANu je prikazan na Slici 1.

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢



Zbirka reSenih zadataka iz Modeliranja atmosfere |

17

GLAVA 3

VREMENSKE SEME

3.1 SEME PRIMENJENE NA OSCILATORNU JEDNACINU

ZADATAK 3.1.

Upotrebom Fon Nojmanovog metoda na primeru oscitetgedndine ispitati stabilnost:

a) Ojlerove (Euler) ili Seme unapred;
b) Seme unazad;

c) trapezoidne Seme;

d) Matsunove (Matsuno) Seme; i

e) Hjunove (Heun) Seme.

ResSenj€Mesinger i Arakava, 1976):

Oscilatorna jedngana se moze napisati

du _

— =iy,
dt

gde suU =U(t) i p=wAt.
a) Ojlerova ili Sema unapred primenjena na (1) ainigk

U™ =u"+ipu".

Smatrajdi da je

U n+1 = )\U n ,
za faktor povéanja iz (2) se dobija

A=1+ip,
1
A= (1+p?)2.
Pretpostavljajti da jep relativno malo i razvojem desne strane (5) u Tejlaed, sledi

2
|)\|:1+%+...,

odnosno, Ojlerova Sema je uvek nestabilna.

(1)

(@)

3)

(4)

()

(6)

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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b) Sema unazad primenjena na (1) daje
U™t =u"+ipu ™,
Koristeti (3) za faktor povéanja iz (7) se dobija

_1+ip

g

N =(uep?)

Sema unazad je uvek stabilna i amortizaju

c) Trapezoidna Sema u 8aju oscilatorne jedriene ima oblik

N+l _ g ngin iy,
um™ =y +|p§(U +U )
a faktor povéanja je

_1-p°/4+ip
A=
1+p°/4

A[=1.

Trapezoidna Sema je uvek neutralna.

d) Matsunova Sema na primeru oscilatorne jéaeadobija oblik

U™ =y +ipu”,
U™ =u"+ipu (™",
U ovom sléaju, faktor povéanija je
A=1-p?+ip,
| = 1—(p2— p4) :
Matsunova Sema je stabilna |pa<1, odnosno, mora biti
1 .

At<—

[

e) Hjunova Sema daje

U(n+1)* =U n +|pU n’

n+l _yn E n (ne)*
um™ =y +2|p(U +U )

Faktor povéanja je

(7)

(8)

9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢
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p2
A =l—7+ip, (20)

A= (1+% p4j1/2. (21)

Za malop i razvojem desne strane (21) u Tejlorov red, dad®sja

4
|)\|=1+%+... . (22)

Hjunova Sema je uvek nestabilna. ddém, posSto je greSka odsecanja ove Se®®rtog reda

tagnosti, ili

£ = o[(m)“] , (23)

Hjunova Sema proizvodi slabu nestabilnost.

ZADATAK 3.2.

Na primeru oscilatorne jedtiae ispitati relativnu promenu faz8/ p, u sligaju:
a) Ojlerove ili Seme unapred;
b) Seme unazad; i

c) trapezoidne Seme.

ReSenje:
Opsta aproksimacija za oscilatornu jeglna (1) iz zadatka 3.1 u slaju Ojlerove Seme, Seme

unazad i trapezoidne Seme ima oblik
Un+1:Un+ip(aUn+BUn+1), (1)
gde parametra i 3 zadovoljavaju uslov

a+p=1. (2)

Smatrajdi da je

Un+l:)\Un’ (3)

za realni i imaginarni deo faktora p@amja se dobija

1- app?
== P 4
RE 1+sz2 ( )
- b
Ay = : 5
IM l+sz2 ( )

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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Znajwi da se promena faze numiog reSenja po jednom koraku u vremenu moze napisat

0= arctan)\'—'\" , (6)
RE

iz (4) i (5) se dobija

0= arctanL , (7)

1-app?
dok je promena fazedaog reSenja po jednom koraku u vremenu definisana
p=wAt. (8)

Posto je relativna promena faze data odnosom(6)) i

=2, ©)
Y
u konkretnom sléaju se dobija
1 p
r=—arctan——. (20)
p 1-app
Za male vrednostp izraz (10) se moze razvojem u Tejlorov red dovestblik
1 1 3 1
1 p[_z}p_ 1 an
P [1-afp 3 (1—a[3p2)

Nakon srdivanjaclanova u uglastim zagradafma (11), konano, opéti izraz za relativnu promenu

faze postaje

Uvodeii da je x = app?, opsta formula zalanove u uglastim zagradama izraza (11) u zadatkin® oblik

aen) = 3 Fe W

n=0
Posto vazi
k k!
= , 2
(n) ni(k-n)! @
analogno, u skaju negativne vrednosk, dobija se
-k -k)!
(-t
n) ni(-k-n!

Posmatrée se sltajevi:

a) kada jek =1, izraz (1) postaje

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢
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r=1+(a[3—3p2. (12)

a) Kadajea =1i =0, izraz (1) se svodi na Ojlerovu Semu, a (12)aest

1
r=1--p2. 13
3P (13)

b) ZamenivSia =0 i =1, Sema (1) prelazi u Semu unazad, a (12) dobljk ob
1
r=1-=-p°. 14
3P (14)

c) U uslovima kada jet = =1/2 izraz (1) daje trapezoidnu Semu, a (12) imakobli

1
r=1-—p?2. 15
TL (15)

Posto jer uvek manje od jedan, sve tri Seme su usporagafsicna razmatranja za dobijanje (13),

(14) i (15) mogu se rakod Mesingera i Arakave (1976).

ZADATAK 3.3.
Na primeru oscilatorne jedtiae ispitati relativnu promenu faz8/ p, koristé&i:

a) Matsunovu Semu i

b) Hjunovu Semu.

ReSenje:
Opsta aproksimacija oscilatorne jedim& u sléaju Matsunove i Hjunove Seme ima oblik

(1- x)_1=1+ X+..., 4)
gde su
- (-
(o] 0Y(-D! =1 ®)
A G L
(1]_1!(—2)1_ L ©

b) kada jek =3, izraz (1) postaje

N o

n=0

odnosno,

(1-x) 3= 1+ 3x+... ®)

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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U™ =y +ipum, (1)
u”+1:U“+ip(au”+[3u(”+1)*), )
gde parametrox i B zadovoljavaju uslov
a+p=1. 3)
Za realni i imaginarni deo faktora p@amja se dobija
Are =1-PBp°, 4)

Aw =P (5)

Promena faze numekiog reSenja po jednom koraku u vremenu moze seaiapi

0= arctanL2 . (6)
1-Bp
Razvojem (6) u Tejlorov red za male vredngsii koris&¢enjem definicije (videti zadatak 3.2) za

relativnu promenu faze se dobija

1 1 p3 1
== s R 7
r D p|:1_Bp2:| 3 (1—[3p2)3 ( )

. .. . 2 ..r - .
Nakon srdivanja¢lanova u uglastim zagradama (7), kon&no, opSti izraz za relativnu promenu

faze postaje

r=1+([3—:—3p2. (8)

a) Kada jea =01 =1, izrazi (1) i (2) se svode na Matsunovu Semup$tiazraz (8) za
relativnu promenu faze ima oblik
2
r=1+=p°. 9
3P 9)

b) Zamenjujdi a =B =1/2u (8), relativna promena faze za Hjunovu Semujaolblik

r :1+ép2. (10)

PoSto jer u oba sldaja veée od jedan, Seme su ubrzavagu ali je Hjunova Sema manje
ubrzavajéa. SlEéna razmatranja za dobijanje (9) i (10) mogu sé& kad Mesingera i Arakave
(1976).

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢
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ZADATAK 3.4.

Sema za diferenciranje po vremenu primenjena risatmnu jednainu ima oblik

Un+ﬂ2:Un+%Atfn, (1)
um™=un+Atf ™z, (2)
Kada je At malo, odrediti:

a) faktor povéanja upotrebom Fon Nojmanovog metoda i

b) relativnhu promenu faze.

ResSenje:
a) Zamenjujdi (2) u (1) i primenom Fon Nojmanovog metoda, ddapoveanja se dobija

p2
N=1-T-+ip. 3)

b) Posto se realni i imaginarni delovi od (3) mogyisati
2

p
Apg=1-—, 4
re =11 @

Am =P, (5)

za relativnu promenu faze se dobija

8 = 1 arctanL2 . (6)
p P 1- P~
2

Razvojem u Tejlorov red argumenta funkcije arctamale vrednostp, izraz (6) kon&no postaje

2
2:1+'%+.... (7)
p

Rezultati (3) i (7) se mogu tigkod Rartic¢a (1988).

M. B. Gauvrilov, I. A. Tost, M. Rargi¢
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ZADATAK 3.5.

Sema za diferenciranje po vremenu primenjena risatmnu jednainu ima oblik

U”+1=U”‘1+2At%{f ”+%(f Myt ”*1)] (1)

Kada jeAt malo, odrediti izraze za:

a) faktor povéanja upotrebom Fon Nojmanovog metoda i

b) relativhu promenu faze.

ReSenj¢Rarti¢, 1988):

a) Primenom Fon Nojmanovog metoda (1) se moze ai@pis
Nl _ =1 i (yna Lfpyndy gl
u™ =y +|p[U +§(u +U )} @)
gde je p = wAt. Smatrajdi da je

U n+l — )\U n ’ (3)
jedn&ina za faktor pou&anja ima oblik

1. : 1.
)\2(1—— )— —(1+— j=o. 4
SIP)-ipA P 4)
ReSavanjem (4) se dobija

_ip+2
AN=—, 5
1500 (5)

ip-2
Ay =——— . 6
2= 50 (6)

Kadap - 0, A, - 1,aA, - —1. ReSenje povezano 33 je fizicko reSenje, a reSenje povezano sa
A, je ra&unsko redenje. Sema je neutralna, jer je
A=Ay =1. 7)
b) Realni i imaginarni delovi fizkog (5) i r&unskog (6) reSenja su, redom

2

_4-p
ke © 4+ p2 d (8)
__4p
m T4 p?’ ©)
)\ZRE :_1, (10)

M. B. Gavrilov, I. A. To$t, M. Rarti¢
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)\ZIM =0. (11)
Formiranjem od (8)-(11) izraza za relativnu proméaze fizickog, r,, 1 raunskog,r,, resenja,

konano se dobija
rn=1-—p°, (12)

r, =0. (13)

Dakle, Sema je usporavapi

ZADATAK 3.6.

Dokazati da postoji idernost u izrazima za faktor posemnja, |)\| kod Seme unazad i

Matsunove Seme u siaju malih vrednosti promene faz€nag reSenjap = wAt .

ReSenjdRarti¢, 1988):
Faktori povéanja[A|, i [\, za 3emu unazad i Matsunovu $emu (videti zadatbki®aju

oblik, redom

N[

M, =1+ p?) 2, (1)

1

:L—(|o2 - p4)]2. )

Al =

% Razvojem u Tejlorov red izraza za relativnu promaze fiztkog i raiunskog re$enja se dobija

M. B. Gauvrilov, I. A. Tost, M. Rargi¢
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Za male vrednostp izrazi (1f i (2)° se mogu napisati

A

U

1,.3
=1-Zp?+> pt, 3
S P rgh (3)

1 3
A, =1-=p?+>p*. 4
My =1-5p° +5P 4)

Zbog identénosti izraza (3) i (4) sledi da se Sema unazadtsiMeva Sema ponaSaju na isttina

za male vrednostp.

* Razvojem (1) iz zadatka 3.6 u Tejlorov red, maggisati

(1+ pz)_; = i[_% p2". 1)

Izratunavanjem vrednosti

L

L

i njihovom zamenom u (1), kotao se dobija

1
2\, 1 2.3 2
1+ ) 2=1-Zpf+= 4
( p S PtgP (4)
® Uvodeti da je
x=p'-p, (1)
i razvojem (2) iz zadatka 3.6 u Tejlorov red, megepisati
1oL(1
(1+x) 2=3] 2|x", )
n=0n
odnosno, vréanjem (1) u (2), koo se dobija
! 1 3
(1+ p4—p2)2 =1—§ p2+§ o (3)

M. B. Gavrilov, I. A. To$t, M. Rarti¢
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ZADATAK 3.7.

Ispitati prirodu i stabilnost numeékog reSenja preskone Seme primenjene na oscilatornu

jedn&inu upotrebom Fon Nojmanovog metoda. Analiziratbigkne rezultate za razite vrednosti

p.

ResSenje:

Presk@éna Sema primenjena na oscilatornu jeéimaglasi

U™ =u""+2ipu". (1)
Smatrajdi da je
um™=xu", (2)
za faktor povéanja se dobija
N —2ipA -1=0. (3)

ReSenja (3) su

A =ip+y1-p?, 4)

A, =ip—+/1-p?. 5)
Kadap - 0, A, - 1,aA, - —1. ReSenje povezano 33 je fizicko reSenje, a reSenje povezano sa
A, je ra&unsko resenje.
Posmatrée se dva skaja.

i) Kada jep<1, (4)i(5) se mogu napisati

Af =1, (6)
odnosno, Sema je neutralna, kako z&liaj tako i za réunsko resenje.

i) Kada jep>1, (4) i (5) se mogu napisati, redom
=il pryf -1, 7)

N =i p-yp?-1). ®)

Od (7) 1 (8) se dobija

ol =[p+ -1, ©

M. B. Gauvrilov, I. A. Tost, M. Rargi¢
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|Az|=‘p-\/p2-4. (10)
odnosno,

Aqy>1, (11)

|)\ 2| <1. (12)
Vidi se da je fiztko reSenje povezano sa (11) nestabilno, dokgensko reSenje povezano sa (12)

amortizujte. Razmatranje $iho ovom moZze se tiakod Mesingera i Arakave (1976).

ZADATAK 3.8.

Ispitati prirodu i stabilnost numeékog reSenja Adams-Basfortove Seme primenjene na

oscilatornu jedn&nu upotrebom Fon Nojmanovog metoda

ReSenje:

Adams-Basfortova Sema primenjena na oscilatornugi@au ima oblik

. (3 1
U™ =u"+i (—U”——U“j. 1
PS5 5 1)
Smatrajdi da je
um™=xu", (2)
za faktor povéanja se dobija
3. 1.
)\2—(1+—| ))\+—| =0. 3
S IPA+Sip 3)

ReSenja (3) su

1(,.3. . [ 9, .
A ==|1+=ip+,|1-—p° +ip|, 4
1 2( >IP 2P ij (4)
1(. 3. 9 , .
Ay == 1+Zip-,[1-> p? +ip| . 5
2 2( 2|p 4p ij (5)

Kadap - 0, A, - 1, aA, —» 0. ReSenje povezano 33 je fizicko reSenje, a reSenje povezano sa
A, je raunsko reSenje. PosSto jecumsko reSenje amortizovano, smatra se da je toadmdwbina

Adams-Basfortove Seme.
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Analiza|)\| za sve vrednosp je sloZzena zbog kvadratnog korena u (4) i (5).(Ztomace se

razmatrati samo staj kada jep relativno malo. Izra2i(4) i (5) se tada mogu pisati
.1 1. 1
A =l+ip-=p*+Zip-= p'+.., 6
. e L (6)

1. 1., 1 ., 1
A ==ip+=p’-=ip*+= p'-.... 7
2 =5+ P 4p3 g P (7)

Nakon grupisanja, izrazi (6) i (7) dobijaju oblik

1 1 . 1
A :( -=p?-= 4—..)+( += 3+..), 8
1 2p 8p Y 4p (8)
1 1 (1 1
A :(— 24= 4+..J+(— —-= 3—..), 9
2=(5 PGP 5P P 9

1
A =(1+§ p“+..)2 , (10)
1
L
IA2|=(Z p2+--)2- (12)

Zanemarujdi izostavljenetlanove u (10) i (11), zbog njihovog malog uticaganalizu stabilnosti,

ponovnim razvojem u Tejlorov red tako formiranihaiza, dobija se

=105 P, 12)

1
|)\2|=§p+... . (13)

Fizicko reSenje povezano sa (12) je nestabilno. Po§jefka odsecanjtvrtog reda ténosti, ili

® Uvodei da je

9 .
X=-—p° +ip, 1
2Pt (1)

w (1
1+X :Z[E}x“, 2
n
odnosno, kon@o se dobija

J1+ =1+%x—%x2+i B2 . A3)
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s=0kA@4 (14)

Adams-Basfortova Sema proizvodi slabu nestabilndsi ra&unsko reSenje ne raste tokom

vremena. Razmatranje&lio ovom moZze se tiakod Mesingera i Arakave (1976).

ZADATAK 3.9.

Napisati program u FORTRANu zactmanje i graitko prikazivanje|)\| u funkciji od p, na

primeru oscilatorne jeddme za:
a) Ojlerovu ili Semu unapred;
b) Semu unazad;
c) trapezoidnu Semu;
d) Matsunovu Semu; i

e) Hjunovu Semu.

ReSenjg¢Gavrilov i Tost, 1998):

Faktori povéanja za trazene Seme (videti zadatak 3.1) dagdom

a)

m:@+&ﬁ,
b)

|M=@+&f;
c)

A[=1,
d)
.
A =[a-(p - p))2.

)

1
1 4)\2
A :(1+— 4) .
A={1+P
Primer programa u FORTRANuU za izmmavanjg)| dat je u Listingu 2. Izeanavanie je obavljeno

uintervaluO< p<14, pricemu jeAp=01.
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kkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkhkkhhkkhkkkkhkkhhkkkhkkkk kkkkkkkkkkkkkkkkhkk
*

PROGRAM ZA IZRACUNAVANJE STABILNOSTI VR EMENSKIH SEMA
ZA RAZLICITE VREDNOSTI DT | W=CONST *

OZNAKE FAKTORA POVECANJA
OL = OJLER UNAPRED
UL = UNAZAD
TL = TRAPEZOIDNA
HL = HJUNOVA
ML = MATSUNOVA SHEMA

L R I T

*

PROGRAMERI: I.LA. TOSIC i M.B. GAVRILOV, BEOGRAD, 1997 *
*

E I T I N

kkkkkkkkkkkkkkkhkkkkhkkkkkkkhhkkhhkkhkkhkhkkkkkkk kkkkkkkkkkkkkkkkhkk

PROGRAM SHEME

O 0000000000000 00

PARAMETER (W=10E-4, DT=1.)
REAL ML
OPEN (UNIT=9, FILE="lambda.dat")

DO 10 1=0,10000,100

P = W*DT*

OL = SQRT(1.+P*+2)

UL = 1./SQRT(L.+P**2)

TL=1.

ML = SQRT(L.-P**2+P**4)

HL = SQRT(1.+.25*P**4)

IF (P.GT.1.5) GO TO 10

WRITE (9,20) P, OL, UL, TL, ML, HL
20 FORMAT (6(F10.8,1X))
10 CONTINUE
C
END

*

Listing 2. Program u FORTRANuU za iztmavanjgA| u funkciji od p.

prikazi dati su na Slici 2.

2.50
225_' —B—OJLERova SHEMA
] —e—SHEMA UNAZAD
20l —4A—TRAPEZOIDNA SHEMA
{ —*%—MATSUNova SHEMA
1754 —<©—HJUNova SHEMA
1.50
|)\|125-
. -1 ””._”_.——’/

T _—n
LGLQ——G—EQEEQEE%——G::Q::Q:ZQ:: —

0.75+

0.50+

0.254

04— 7r——7r—F7——7"—"7
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

Slika 2.Grafik zavisnostjA| od p kada j@< p<14.

Na osnovu zadatih i iz¢anatih podataka upotrebom programa u FORTRANu miageaficki

M. B. Gauvrilov, I. A. Tost, M. Rargi¢
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ZADATAK 3.10.

Odrediti intervale frekvencije u kojima amortizéjwticaj Matsunove Seme primenjene na

oscilatornu jedn&@nu raste/opada kada fe< p<1i graficki prikazati dobijene rezultate.

ReSenjéGavrilov i ToSt, 1998):

Faktor povéanja za Matsunovu Semu ima oblik (videti zadatdh 3.

A =[1-(p?- p“)];- (1)

Iz zahteva za ekstremnu vrednost izraza (1), dskijaslov

fi-20]

Na osnovu (2) sledi da (1) ima minimum kadage p,,, =+1/v/2 . Dalje, analizom (2) moze se

=0. )

ustanoviti da je Matsunova Sema amortizajw intervalu0< p<1, dok je neutralna u teama
p=0 i p=1. Medutim, porastom frekvencije amortizdju uticaj Seme raste u intervalu
0< p< pyin, Opada u intervalup,,, < p<1, dok u t&ki p= p,,;, amortizacija ima maksimalni
efekat.

Na osnovu analize, grafik zavisno|$t|i od p ima izgled kao na Slici 3.

0.98 - - --N\------
l
|

0.96 - Lo\ ---
|
|
|

0.94 - - \d T EETEE .
Al 1 :
092~ e N\ - H—
o
| |

0.9 - - e N\

| |
l l
088 - . N
l l
| |

0.8

Slika 3 Grafik zavisnostf)\| od p za Matsunovu Semu, kadaQes p<1.
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3.2 SEME PRIMENJENE NA JEDNACINU TRENJA

ZADATAK 3.11.

Na primeru jedné&ne trenja ispitati stabilnost upotrebom Fon Nojmarg metoda, koriste
a) Ojlerovu ili Semu unapred;
b) Semu unazad; i

c) trapezoidnu Semu.

ResSenje:

Jednéina trenja ima oblik

du
—=-kU, 1
el )

gde jeU =U(t),ak >0.
Opsti izraz jedné&ne trenja u sléaju Ojlerove Seme, Seme unazad i trapezoidne Seone se
napisati
um4=u”—KAqau“+Bumﬂ, )
gde parametra i 3 zadovoljavaju uslov
a+p=1. (3)
Smatrajdi da je
um™=aur, (4)
opSti izraz za faktor poganja ima oblik

_1-0K
1+BK

(5)

gde jeK =KAt.

a) Kada jea =11 B=0, izraz (2) se svodi na Ojlerovu Semu, a za fagtweanja iz (5) se

dobija

A=1-K. (6)
Ojlerova Sema je stabilna kada je

1-K|<1, (7)
odnosno,

0<K <2, (8)

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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Da reSenje ne bi menjalo znak od koraka do korak&menu, potrebno je da bu#e<1.
b) Zamenjujdia =0 i =1 u (5), faktor povéanja za Semu unazad ima oblik
1
1+K

Kada jeK >0, Sema unazad je uvek stabilna, a reSenje nikadzeng znak.

(9)

c) U slitaju kada jea =3 =1/2 izraz (5) se svodi na faktor p@adja trapezoidne Seme

2-K
2+K'
Ponovo, ako jeK > Qrapezoidna Sema je uvek stabilna. ReSenje neanmgk kada jeK < 2.

(10)

Razmatranje sino ovom moze se tiekod Mesingera i Arakave (1976).

ZADATAK 3.12.

Ispitati stabilnost Ojlerove Seme preko dvostrukogaka u vremenu na primeru jedire

trenja upotrebom Fon Nojmanovog metoda.

ReSenjg¢Gavrilov i ToSt, 1998):

Ojlerova Sema preko dva koraka u vremenu primenjenadnainu trenja ima oblik

U™t =(1-2K)u™t, (1)
Smatrajdi da je
um=aur, (2)
za faktor povéanja se dobija
N =1-2K. 3)
ReSavanjem (3) se dobija
A =vV1-2K, 4)
A, =—V1-2K. (5)

KadaK - 0,A; - 1, aA, - —1. ReSenje povezano 33 je fizicko reSenje, a reSenje povezano sa

A, je raunsko reSenje. ZB< K < rkSenja (4) i (5) su uvek stabilna.

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢



Zbirka reSenih zadataka iz Modeliranja atmosfere | 35

ZADATAK 3.13.

Upotrebom Fon Nojmanovog metoda na primeru jéaheetrenja ispitati stabilnost:
a) Matsunove Seme i

b) Hjunove Seme.

ReSenje:
Opsti izraz jednéne trenja u sléaju Matsunove i Hjunove Seme ima oblik
U(n+1)* =Un_KU n, (1)
Un+l:Un_K(aU n+Bu(n+]_)*)’ (2)
gde parametrox i B zadovoljavaju uslov
a+p=1. (3)
Smatrajdi da je
um=aur, 4)
za opsti izraz faktora povanja se dobija
A =1-K+BK2. (5)
a) Kada jeB =1, izrazi (1) i (2) se svode na Matsunovu Semwaksof povéanja na osnovu

(5) postaje

A=1-K+K?2. (6)
Sema je stabilna kada je
h—K+K1<1, (7)
odakle sledi
0<K <1, (8)

Sto je ujedno i kriterijum da reSenje ne menja znak

b) U slwtaju kada jeB =1/2, iz (5) se dobija faktor povanja za Hjunovu Semu

Azl—K+%K2. (9)

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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Iz uslova

1-K +=K? <1, (10)

sledi da je

0<K <2, (11)
reSenje stabilno i da ne menja znak. Razmatramjacslovom moZe se tiakod Mesingera i
Arakave (1976).

ZADATAK 3.14.

Upotrebom Fon Nojmanovog metoda na primeru jéh@etrenja ispitati prirodu i stabilnost:
a) preskone Seme i

b) Adams-Basfortove Seme.

ReSenje:

a) Preskoéna Sema primenjena na jedmal trenja ima oblik

um™=umt-2KU". (2)
Smatrajdi da je
U n+l = )\U n’ (2)
za faktor povéanja se dobija
A +2KA-1=0. (3)

ReSenja (3) su
A =-K+V1+K?2, (4)

A, =—K-v1+K2. (5)
KadaK - 0,A; - 1, aA, - —1. ReSenje povezano 33 je fizicko reSenje, a reSenje povezano sa
A, je ra&unsko reSenje. Z& >0 fizicko reSenje je uvek stabilno, acuasko reSenje je uvek
nestabilno.

b) Adams-Basfortova Sema primenjena na jénnatrenja ima oblik

Un+1:Un_K(§Un_EUn—lj. (6)
2 2
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Koristeti (2), za faktore pov@nja se dobijaju

)\1:1(1—§K+1/1—K+2K2j, 7)

A 4

)\2=l(1—§K—1/1—K+gK2j. ®)
2\7 2 4

KadaK - 0,A; - 1, aA, -~ 0. ReSenje povezano 33 je fizicko reSenje, a reSenje povezano sa

A, je ra&unsko reSenje, koje je amortizovano. Uslov za btabi r&unskog reSenja (8) moze se

1—§K —1/1—K +9|<2
2 4

0<K <1. (10)

Razmatranje siho ovom moZe se tiekod Mesingera i Arakave (1976).

napisati

<2. )

Tako, uslov stabilnosti je

Napomena: Treba primetiti da je Adams-Basfortovaa&eéila nestabilna, kao i Ojlerova i Hjunova

Sema kod primene na oscilatornu jetina.

ZADATAK 3.15.

Ispitati ponaSanje faktora palanja Adams-Basfortove Seme primenjene na j@doarenja

za male vrednosiK .

ReSenjg¢Rarti¢, 1988):
Adams-Basfortova Sema primenjena na jédnatrenja ima oblik
Un+1:Un_K(§U n_}U n—lj’ (1)
2 2
odakle se za faktore posanja dobija

Al:1(1—§K+‘/1—K+ngj, 2)

A 4

A2=£(1—§K—‘/1—K+2K2j. (3)
27 2 4
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Za maloK , izrazi (2)i (3) postaju

1 5

A1=1—§K+§K2, (4)
AZ:—K+%K2. (5)

Za K >0, fizicko reSenje je stabilno\g — 1), a r&unsko resenje je amortizégi (A, - 0).

ZADATAK 3.16.

Jednéina amortizovanih oscilacija ima oblik

a =iwJ —KU .
dt
Za c¢lanove icU i —kU primeniti preskénu Semu i Semu unapred, redom. Ispitati prirodu i

stabilnost tako dobijene Seme upotrebom Fon Nojwagonetoda.

ReSenjg¢Gavrilov i ToSt, 1998):

Sema amortizovanih oscilacija u zadatontaju ima oblik

U™ =uU"t+2ipu"-2KU™, (1)

Smatrajdi da je

um™=xu", (2)
za faktor povéanja se dobija

A% —2ipA + 2K - 1= 0. A3)

ReSenja (3) su

A, =ip+y1-2K-p?, (4)

A, =ip—4/1-2K-p*. (5)
" Uvodeii da je
w92
x=-Ke K2, )

i razvojem u Tejlorov redlanova koji sadrze koren u (2) i (3) iz zadatk&b3rhoze se pisati

J1-X =1—%x—:—é x2+... .
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KadaK - 01i p-0, A, -1, aA, - —-1. ReSenje povezano 23 je fizicko reSenje, a reSenje
povezano sa, je ra&unsko resenje.

Za ispitivanje stabilnosti Seme, izrazi (4) i (8)svode na
2 _
A[F=1-2K. (6)
Sema je stabilna kada je

0<K<l. 7)

ZADATAK 3.17.

Aproksimacija oscilatorne jedtiae je zadata u obliku preskee Seme. Kori&njem

Ojlerove i Hjunove Seme za izianavanje p&etne vrednosti amplitudeu(l), odrediti koja od

ponuiene dve Seme daje manju amplitudtureskog reSenja,

A=UD -\ U0 1)

ReSenjdRarti¢, 1988):

Upotreba preskme Seme u p@tnom trenutku vremena zahteva poznavanjéetpe
vrednosti, jer se Kkoriste tri nivoa u vremenu. Zktoga se olho za izr@éunavanje p&etne
vrednosti koristi neka od Sema sa dva vremensla@aniv

Upotrebom Ojlerove i Hjunove Semedgetne vrednosti amplitude su, redom

u§ =(1+ipu, (2)
@ —(12in_ L 2](1(0
U —(1+|p Ep)uH . 3)

Faktor povéanja fizikog reSenja preskae Seme (videti zadatak 3.7) je

AL =ip+y1-p°. (4)

Zamenjuj¢i (2) i (4), odnosno (3) i (4) u (1), dobija se

Ao =f-\1-
A =‘(1—% g +ip) - p#ﬁ)h uel, ©)

gde suA, i A, oznake za amplitude preske Seme u g@tnom trenutku vremena dobijene

ud, (5)

upotrebom Ojlerove i Hjunove Seme, redom.
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Da bi se uporedile amplitudéy, i Ay, posmatrée se sluaj kada je p malo. Nakon

srativanja u (5) i (6), dobija se

g, (7)

1, 1,
== p*+= pt+.
Ao ‘Zp 8p

Ad =E p'+.ulf)]. ®)

Izostavljanjemtlanova viSeg reda izrazi za amplitude se Kopnamogu napisati

Ao =2 LY. ©
A= plug). (10)

Posto je p<1, upotreba Hjunove Seme udednom trenutku vremena proizvodi manju amplitudu

racunskog resenja od Ojlerove Seme.

ZADATAK 3.18.

Uporeiujuci greSke odsecanja preske Seme i Adams-Basfortove Seme, ustanoviti koja je

tacnija.

ReSenj¢Rarti¢, 1988):

Posmatrajmo opsti oblik aine diferencijalne jedrtane prvog reda

du _
H-f(u,t), (1)

gde jeU =U(t).

Presk@na i Adams-Basfortova Sema primenjene na (1) slome

U n+l _U n-1

At fr, 2)
n+tl _pn
U-U 3¢ lim 3)
At 2 2

® Razvojclanova koji sadrze kvadratni koren u izrazima (&)iiz zadatka 3.17 u Tejlorov red, moZe se néipisa

1
L
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Razvojem u Tejlorov retd ™, U™ i " oko take na nivown, dobija se

n 2pn 3N

um™=un+ At+= = 4
dt 2! dt? 3 dtd )
i} du” 1d*u" 2 1d°U”"
urt=uyn- A+ At At) +..., 5
dt 2! dtz( ) - 3 dt3( y ©)
] dfY"  1(d?f)", . 12
f“:f”—(—) At+—(—j At)“+... . 6
dt 2! dt? (&) ©)
Zamenom (4) i (5) u (2), preskma Sema se moze napisati
du
—+ep=1, 7
TR ™)
gde je greSka odsecanja presk® Seme
_1d%u
gp == ——(At 8
P76 dt? (0" )
Zamenom (4) i (6) u (3), Adams-Basfortova Sema sgamapisati u obliku
2 3 2
v, 1d LZJAHi—d - (0t)*+. =3 —l(f SCLIVSE L f(At) j 9)
dt 2! dt 3! dt 2 2 dt 2! dt?
Dalje, sreivanjem (9), dobija se
du
H"‘EAB =f , (10)
gde gresSka odsecanja Adams-Basfortove ima oblik
5 dU
g ————= (At 11

Uporeaiujuéi (8) i (11) udava se da su Seme drugog redadati, ali je preskina Sema tija jer
je

€p <E€ap- (12)
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Vremenske Seme

NAMERNO PRAZNA STRANA
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GLAVA 4

ADVEKTIVNA JEDNACINA

ZADATAK 4.1.

Napisati aproksimaciju za jednodimenzionalnu lineardvektivhu jednanu primenom
Matsunove Seme za diferenciranje u vremenu i deoa kolicnika kon&nih razlika za
diferenciranje u prostoru, a potom

a) odrediti red ténosti dobijene aproksimacije;

b) ispitati stabilnost aproksimacije primenom FopjrfiNanovog metoda; i

c) n&i koji se talasi najviSe amortizuju.

ReSenje:
Jednodimenzionalna linearna advektivna jédraima oblik
—+c— =0, (1)

gde suu=u(x t) i c=cons.

Zbog iterativne prirode Matsunove Seme, aproksijaaa (1) se piSe u dva koraka

(n+D)* _ n n _.,n
UI q :_Cui+1 l'*—l’ (2)
At 27X
n+l_on (n+D)* _  (n+D*
ul l-{ =—C ui+l q(—l ) (3)
At 27X
Iz (2) formiranjem &Y i uD* i zamenom u (3), aproksimacija advektivne jeiima (1),
dobija oblik
Wy ulmul o W m2d Ty, @)
At 2/Ax (2Ax)2

Ovakav primer Seme za advektivnu jegina postoji kod Mesingera i Arakave (1976).
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a) Razvojemu”, i u", (videti zadatak 1.6)u", i u", (videti zadatak 1.7) "™ (videti

zadatak 1.8) u Tejlorov red okake iAx, nAt se dobija

) _
= ui”+(@) At+—1(a—gj (At)*+. ~u" | =
At o)., 21lat?).

,n

2 3
S ui”+(@) Ax+i(a—gj (Ax)2+i(a—l; (Ax)°+...
X/ 21 0x° ), 3\ ox®/.

- (a 1( 92 1( 03
—U +(6—)L:) AX_E(G—XLZJJ (AX)2+§(6_XL;j (AX)S_] (5)

nn in In

, Ot |, (@) 1(6_%] > 1(0_3[,] ,
* (2Ax)2[u' "Lox iyn(ZAX)J’Z! PV .n(ZAX) Y3l 9) (28%)°+...

P -(%j (28%) +%(Z_2‘Jj (22%)? —é(g_sg‘j (zm)%...].

2
n X in X in

Sreiivanjem (5), kao 5to je to¢injeno kod Rati¢a (1988), dobija se

2 3 2
LT i("_gj - i(a_gj (Ax)z+.__+czA{ng ©
ot 21\ ot° ). 0X 3\ ox®). ox“ /.
1,n 1N n
odnosno,
LLIPX-C )
ot 0x

gde je

_ 1(0%u 0%u 2| cfdu
€= At[—a(at—zjl n +CZ(WJi n‘...]"'(AX) [‘g(ﬁ}in'h..] . (8)

Tako, greSka odsecanja trazene aproksimacije jegpreda ténosti u vremenu i drugog reda

tatnosti u prostoru, odnosno

£= O[At,(Ax)Z] . 9)
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b) Zamenom u (4) reSenja u talasnom obliku
uin - Ané'kiAx’ (10)
I nakon srdivanja se dobija
4™l = 0”(1—ui sin X — 2 sir? x), (11)
gde sup =cAt/Ax i X =kAx. Znaj&i da je
"t =aa", (12)
iz (11) za faktor pou&anja se dobija
A =1-pisin X —p?sin® X. (13)
|z uslova za stabilno$| < 1, na osnovu (13) sledi da je
2 sin? X(l—pzsin2 X)z 0. (14)
Posto jesin? X <1, konano se za stabilnost dobija uslov

At
=c—<1. 15
M=co (15)

Uslov (15) je poznat pod nazivom Kurant-FridriksvLéCourant-Fiedrichs-lewy, 1928) ili CFL

kriterijum stabilnosti.

c) NajviSece biti amortizovan tala&je je|)\|2 minimalno, Sto se dobija iz uslova

%W =0, (16)
odnosno
Ax? sin2kA><(2|.12 sir? kA x- J) = 0. (17)
Izraz (17) ima dve ekstremne vrednosti
sin2kAx =0, (18)

2u?sin?kAx=1. (19)
Iz (18) se dobija minimalna vrednost faktora p@arga za

2kAx = . (20)
Dakle, najviSe se amortizuje talas duzine

L =4Ax. (21)
Isti zakljutak se moze rtakod Mesingera i Arakave (1976).
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ZADATAK 4.2.

Pokazati da Leks-Vendrofova (Lax-Wendroff) Semadptavlja konzistentnu aproksimaciju

za jednodimenzionalnu linearnu advektivnu jefima.

ReSenj€¢Gavrilov i Tost, 1998):

Leks-Vendrofova Sema ima oblik

n+l

oy WaYh 1o, W24 Yl )
At 2AX 2 (Ax)

Posmatranjem gratnog slitaja i primenom zakona distribucije, Sema (1) seen@pisati

[ui”+1-u”+c hm Ul 1o, W —24+ Yl ]
t

A”mo 2AX 2
At0 (AX)
= lim | Ll +c lim WaU) L2y, Atu“l_zq +qn1 2)
at-o At px~0 20X 2 Ax~0) (Ax)
At-0
Grantne vrednosti prva dvédana desne strane (2), mogu se napisati
n+l_  n
lim |4~ ﬁ(@j , 3)
At-0 At ot/
c lim W —Ul c(@) : (4)
Ax-0  2Ax X/

odnosno, ¢ine konzistentnu aproksimaciju vremenskih i prastorizvoda. Za izréunavanje

graninih vrednosti tréegc¢lana desne strane (2), moze se napisati

— n _o/n
12 im [At Uiy~ 247 + - 1] - 12im At{ Iim({ul+1 24 2+ qn_l]} (5)
2 ﬁ)t(:g (AX) 2 At-0 AX— (Ax)
Granina vrednost izraza u velikoj zagradi sa desne stf@ndaje
n _oN 2
lim | Y+t 2y 2"‘ Yl . (6 l;j , (6)
=9 (AX) 0x in

odnosnogini konzistentnu aproksimaciju drugog izvoda. Zaoranzvoda iz (6) &lan na desnoj

strani (5) u grathom sli¢aju se dobija

_ECZ lim {At(az j } - 0. (7)
2 At-0 Ox?
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Vra¢anjem izrgunatih graninih vrednosti (3), (4) i (7) na desnu stranu (nR&no se u graghom

slucaju dobija

lim y -y +cu‘n+1_ Y —EczAt Wa—2y" + 4oy - @+c@ . (8)
-0 At 2/Ax 2 (AX)Z ot  ox
At-0

ZADATAK 4.3.

Odrediti uslove stabilnosti za aproksimaciju jednoehzionalne linearne advektivne
jedn&ine formirane od Seme unapred za vremensko difgegne i kolicnika unazad za prostorno
diferenciranje u skaju strujanja zadatog:

a) uzvodno i

b) nizvodno.

ReSenj¢Rarti¢, 1988):
Trazena aproksimacija za advektivnu jetina preko jednog vremenskog i prostornog koraka

ima oblik

n+l n

Yoy uwouh )
At AX

U ovakvim sl¢ajevima je najprimerenije za ispitivanje stabilmdstristiti Fon Nojmanov metod.

Zamenom u (1) reSenja u talasnom obliku

uin - Onei kiAx (2)
I nakon srdivanja dobija se
0n+1 — On(l_ u + ue—ikAX) ’ (3)
gde jeu = cAt/Ax. Znajlti da je
0"t =Aa", 4)
iz (3) se za faktor povanja dobija
A =1-p+ P CcoKAX—il SinkAX (5)

Da bi se ispitala stabilnost (1), potrebno je aralti

|)\|2 =1-2y(1- p)( 1- coskAx) . (6)
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a) U slkaju uzvodnog strujanja, tj. kada¢e> 0, analizom (6) moZe se ustanoviti da je Sema
* stabilna, kada j@<pu<1;

* neutralna, kada j@=01i pu=1;i

* nestabilna, kada jp <0 i pu>1.

b) U slwaju nizvodnog strujanja, kadage< 0, sledi da jeu <0, pa je Sema uvek nestabilna.

ZADATAK 4.4.

Odrediti talas kojeg najviSe amortizuje aproksijeacta jednodimenzionalnu linearnu
advektivnu jednéinu formirane od Seme unapred za vremensko difegaane i kolicnika unazad za

prostorno diferenciranje.

ReSenjdMesinger i Arakawa, 1976):
Posto su uslovi formiranja trazene aproksimactjekemo u zadatku 4.3, za faktor péeaja se

mozZze pisati
A =1- 2p(1- p)(1- coskax) . @)

e, . . e . 2 .. . ..
NajviSece biti amortizovan talasje je|)\| minimalno, Sto se nalazi iz uslova

%W =0, (2)
odnosno,
20xp(p - I sin(kAx) = 0. (3)
Izraz (3) daje tri ekstremne vrednosti
n=0, (4)
n=1, (5)
sinkAx =0. (6)

Minimalna vrednost faktora po¥anja iz (6) se dobija za

KAX=T1. (7)

Dakle, najviSe se amortizuje talas duzine

L =2AX. (8)
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ZADATAK 4.5.

Odrediti kriterijum stabilnosti Semeetvrtog reda @nosti za jednodimenzionalnu linearnu

advektivnu jednénu oblika

+ _ n
yrt -y 1:_C(ﬂui+1_q—1_}l4+2_tﬂ—2j 1)
2At 3  2Ax 3 4Ax '

i uporediti dobijeni rezultat sa Semom drugog redaosti iste jedné&ne.

ReSenjdRarti¢, 1988):

Zamenom u (1) reSenja u talasnom obliku

uin U nei kiAx' (2)
dobija se
u™=u"t+2ipun, ()
gde je
p:—cﬁ(ﬂsinkAx—1 sinZkAx). (4)
Ax\ 3 6

Posmatrée se uslov stabilnosti za sve talasne duzinedagiumaksimalne vrednosit}b| , f. kada je

0
&|p|=0. (5)

Nakon diferenciranja i sdéévanja (4) se moze napisati

gAXCOSkAx—%AXCOQ I\ x=0. (6)
Transformacijom (6)

—2c0¢° kKAX +4coskAx +1=0, (7)

odnosno, posmatranjem samo vrednosti manje od jedan

coskAx =0.23, (8)
za argument se ko&@o dobija
KAx=77°. (9)
Zamenom (9) u (4) i iz uslova stabilnosti prekke)éeme[p| <1, (videti zadatak 3.7) dobija se
At

c—|<082. (10)
AX
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Za stabilnost Semeetvrtog reda ténosti u sldaju jednodimenzionalne linearne advektivne
jedn&ine potrebno je izabrati korak u vremenu za oko 18&fji od koraka u vremenu kod Seme

drugog reda taosti primenjene na istu jedfiau.

ZADATAK 4.6.

Upotreba Semdaetvrtog i drugog reda &aosti za prostorne izvode u jednodimenzionalnoj

linearnoj advektivnoj jedréni dovodi do diferencijalno-diferencijskih jedtina

(@j :_C(ﬂui+1_q—1_:_LH+2_Li'—2j' )
ot/; 3 2Ax 3 4Ax

(&), =) @

a) Uporediti fazne brzine jedtiaa (1) i (2) za talase agktiri i dva intervala mreze;
b) izratunati grupnu brzinu talasa od dva intervala mreze;

c) graficki prikazati zavisnost faznih i grupnih brzina a@dbsnih brojeva.

ResSenje:
a) Zamenom u (1) i (2) reSenja u talasnom obliku

u (t) = U (1), 3)

dobijaju se diferencijalno-diferencijske jediee, redom

(d_Uj _ —ickU(ﬂ sinkAx 1 SIﬂZkAX) | @
i 3 kAx 3 2kAx
(d—uj = —ick SNKAX, ;. (5)
dt /. X
Zamenom talasnog reSenja u obliku
u(x, t) = U(t)e'™, (6)
u jednodimenzionalnu linearnu advektivnu jetina (videti zadatak 4.1), dobija se
du .
— =-ikcU. 7
p (7)
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Uporeiuju¢i desne strane (4) i (5) sa (7), fazne brzine Séetartog i drugog reda &aosti su,

redom
. C(ﬂsinkAx_:_L sinZkij ®)
“T G kax 3 2kax /]
. sinkAx
Co) =C Do (9)

Postupak za dobijanje (8) i (@)talac moze na u tekstu Mesingera i Arakave (1976). Za talas
duzineL =4Ax, odnosnokAx=T/2, iz (8) i (9) se dobija

« 8C

Cay = —, 10
@ =35 (10)
« _2C
Cioy =—. 11
@~ (11)
Uporedivanje (10) i (11) daje
Cay =133y, (12)
Za talas od dva intervala mrede= 2Ax, odnosnokAx = 1, a na osnovu (8) i (9) sledi
Cay = Gz = 0. (13)
b) Primenjuj¢i definiciju grupne brzine
d(ke)
=7 14
97 ok (14)
na (8), (9) i analitiku vrednost, redom, se dobija
.« _ (4 1
Cy(a) = G - COSKAX—— coR A X, (15)
3 3
Cy(z) = CCOSKAX, (16)
Cy =C. (17)

Zatalas od dva intervala mrede= 2Ax, odnosnokAx = 1, grupne brzine iz (15) i (16) su, redom
« _ b
Cota) =735

C;(z) =—-C.
c) Grafiki prikazi ponaSanja faznih i grupnih brzina za 8eéetvrtog i drugog reda ¢aosti u

zavisnosti od talasnih brojeva dati su na Slidcé\rilov i Tost, 1998).
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Slika 4 (a) fazne i (b) grupne brzine za Seteérrtog i drugog reda taosti.

ZADATAK 4.7.

N&di izraz za faznu brzinu i ispitati stabilnost apswkacije za jednodimenzionalnu linearnu
advektivnu jednénu (c > 0) dobijenu diskretizacijom samo prostornog izvodanpnom kolénika
unazad prvog reda daosti. Takade, odrediti ponaSanje fazne brzine za mialo n&i talas sa

najve&om amortizacijom.

ReSenje:
Diferencijalno-diferencijski oblik jednodimenziom& linearne advektivne jedfiae ima
oblik

(6 = L

Zamenom u (1) reSenja u talasnom obliku

u (1) = U(t)ekix, )

dobija se

(d_Uj :_Cl— COKAX+i S|ri<AxU . 3)

dt i AX

Uporeaiujuci desne strane izraza (3) i izraza (7) iz zadatBafdzna brzina Seme (1) je

. .C(l—coskAx+i sinkA ¥

c =-i o 4)

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢



Zbirka reSenih zadataka iz Modeliranja atmosfere | 53

Posto je (4) kompleksno, realni i imaginarni delseimogu napisati

. sinkAX

CRe = Cny 5)
. in?(kAx/2
Cim :_C%- (6)

ReSenje jedrdne (7) iz zadatka 4.6, koti@njem kompleksne amplitude, moZe se prikazati u
obliku

U (t) = U (0) e KicRe gtcim @)
Clan ekcRe opisuje talasno ponaSanje, d#én ekt opisuje promenu amplitude u vremenu. Da
bi reSenje bilo
» stabilno (amplituda se amortizuje), potrebno je:]%ja< Oi
* nestabilno (amplituda raste), treba daﬁ@ >0.

Posmatrajti (6) uctava se da je]]v| <0, na osnovuega sledi da je Sema stabilna.

Smatrajii da jek malo, transformacijot(5) i (6) i formiranjem izraza za kompleksnu faznu

c =c{l—Mﬁ.}H{@—Mﬁ“]} (8)
3 2 24

Znajwi da je za amortizaciju potreban usIch <0, najvisSece biti amortizovan talas kada je

brzinu dobija se

0 ([, =«
Sk ) =0, ©)
odnosno,
Zsin@ cos@(: 0. (20)
2 2
Iz (10) se dobija
sinkAx = 0. (11)
° Razvojem u Tejlorov red (5) i (6) iz zadatka 4l@bija se
3
sinkax) = kax- (kA;) . )
(kax)*

sin?(kax) = ~(ka )2 + - )
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Dakle, najviSe se amortizuje talas duzine

L = 2Ax. (12)
Ovde navedeni postupak prgiod Ratic¢a (1988).

ZADATAK 4.8.

Ispitati stabilnost jednodimenzionalne linearne eddivne jedna&ine koristé€i energetski

metod.

ReSenj€Mesinger i Arakawa, 1976):
Za jednodimenzionalnu linearnu advektivhu jetina jedna od mogiih Sema moZe se

napisati u opsStem obliku

n+l

1 x "
— n— p— p—
e (e (1)
Ovde jep =cAt/Ax, a
y =ay +By™, (2)
gde parametra i 3 zadovoljavaju uslov
a+B=1. (3)

Da bi se primenio energetski metod, pombeZe (1) saJi* i sabrati za sve, ¢ime nastaje

XN () EEE W (WA @

Posto je desna strana (4) jednaka nuli prilikomiSenja ciklcnih granénih uslova, izraz (4)

postaje

ZUi*(q”*l—q”):O. (5)

Dodavanjem i oduzimanjem u (5|)ana(ui”+1 - q”)( g+ lJ‘)/Z i nakon sréivanja dobija se

S i =) =2 (0 (o) ©

Zamena (2) u (6) i koriste(3), dovodi do

X (7= ff o +-a)gri-3(¢ ¢)| =22 (0 -(8)], ”

odnosno, dobija se
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nt_ 0\ L) o pen)2 ()2
3 (- (o-2) =2 [0 (o] | @
Kada je a>1/2, Sema je nestabilna; ako ¢=1/2, Sema je neutralna; za<1/2 Sema je

amortizujita, a njena ukupna energ@ /2 opada tokom vremena.

ZADATAK 4.9.

Jedna od konzistentnih aproksimacija za jednodimeainu linearnu advektivnu jedéiau
moZe se napisati u obliku

[ oAyt ) e e[ )+ (- ) =0, &)

6At
Odrediti uslov stabilnosti.

ResSenjgRarti¢, 1988):
Koristeti Fon Nojmanov metod, odnosno zamenom u (1) re§etglasnom obliku

ul Un |k|Ax (2)
dobija se
Un+1:(l_ AI)Un (3)
1+ A
Ovde je
3 sinkAx
A= 4
2" (2+coskax) ' )
gde jep = cAt/Ax. Znajli da je
u™=xu", (5)
dobija se
A=1, (6)

odnosno Sema je neutralna.
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ZADATAK 4.10.

Gadova (Gaddova) Sema nastaje ako se drugi koks<«\endrofove Seme definiSe u obliku

n+l_  n n+1y/2 _  n+l/2 n+ly/2 _ n+l/2
ui L{ - _ (1+G) u|+]j2 L‘—ZI./Z -a u|+3/2 l4—3/2 . (1)
At AX 3AX

a) Odrediti parametan tako da (1) aproksimiréetvrti red t&nosti u prostoru;
b) za tako dobijenu Semu odrediti uslov stabilnBsth Nojmanovim metodom; i
c) odrediti parametam tako da se (1) svodi na Leks-Vendrofovu Semu.

ResSenje:
a) Prostorno-vremenski rasporedatiga je prikazan na Slici 5.

T T ]
yisusunall

-2 32 i1 Q-2 i+1/2 i+1  i+3/2  j+2

Slika 5 Prostorno-vremenska mrezéaaka za Leks-Vendrofovu Semu.

Aproksimacije za jednodimenzionalnu linearnu adwekt jedn&inu, formirane upotrebom

centralnih kolénika konanih razlika u prostoru i $ema unapred u vremersetiri tacke (U2,

w2 ymlz i yl2y oznaene simboloms<™ na Slici 5, mogu se napisati

G = (@) - o (W), @
GO =2 (U ) (o= ), ®)
G = (0 ) o (o ) @)
G = (W ) o (W) )

Zamenom (2), (3), (4) i (5) u (1), i nakon &reanja, dobija se

yt - _ _{(14_0( _E) uirlrl_qn—l_za Up = Hn—z}_

At 3 2AX 3 4AX

+c? % (1+a)

uh —2u"+ 4, _4, Uk _(qn+1+ L|n—1)+ ¢, .

(Ax)? 3 (28%)? ©
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Razvojemu" u Tejlorov red okox , moZe se napisati

Yn=Yy_0u 10%

(Ax +o[ (Ax) ] (7)
2AX ox 3 ox°

Usz=Y,_0u, 40U

2 4
4NX 6x 3 x> (AX) +O[(AX) ] ®

Zamenom (7) i (8) u aproksimaciju (6) i nakondévanja, dobija se

ntl _  n 3
4“4 :—c@—c[i(l— 20()}6 (ax)? +O[(Ax)4 +
At ox 3 x>
ng (1+ G) uirl_l - an2+ L'n_l _ﬂ»a uirl-z _(qu-l-'- l‘f;—l) - 'J]—Z ' (9)
2 (Ax) 3 (2Ax)
Od (9) nastaje Semtvrtog reda t&nosti u prostoru kada je
a= 1 : (10)

2

Prethodni postupak je utemeljen na razmatranjuiiRar1988).

b) Nakon primene Fon Nojmanovog metoda na (6) riterkum stabilnosti se dobija

(1— uz)[1+%or sin{%ﬂ—%a >0. (11)

Kada jea =1/2, iz (11) sledi

2
2<1- 12
H { 2 2 kAX) ( )
1+—sin
3 2
odnosno, maksimalna vrednost desne strane (123jpost
3
<2, 13
W=z (13)

c) Kada jea =0, izraz (6) se svodi na originalnu Leks-Vendrof@damu, a uslov stabilnosti
postaje
n<i. (14)
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ZADATAK 4.11.

Napisati aproksimaciju za dvodimenzionalnu linearadvektivhu jedn&nu primenom
centralnih kolénika kon&nih razlika za diferenciranje u prostoru. Zatim, uglova stabilnosti
presk@&ne Seme ispitati stabilnost prethodno dobijene kginoacije i uporediti tako dobijen uslov
sa jednodimenzionalnim slajem.

ReSenje:

Dvodimenzionalna linearna advektivna je¢ina ima oblik
0q 0q 0
—+c,—+c,— =0, 1
ot “ox Yoy @

gde jeq=q(x,Y,t), ac, i ¢, su konstantne komponente brzine advekcie y pravcu, tako da je

C=,G+C. (2)

Primenom na (1) centralnih kofiika kon&nih razlika za diferenciranje u prostoru,
diferencijalno-diferencijska jedtisa postaje

Givrj ~ G-y +g, qi,j+1_qj—l:0. ©)

0
—qQq . +

ot

Zamenom u (3) reSenja u talasnom obliku

gde suk i | talasni brojevi ux i y pravcu, aproksimacija dvodimenzionalne linearnee&tivhe

jedn&ine ima oblik

du ( sinkAx _ sinlAy
— =il ¢, -c

(TR o ®

Uporeiujuéi (5) sa osilatornom jeddanom, dU/dt = iwU , diskretna vrednost frekvencije se
odreiuje

o = _(Cx sinkAx _ smIij | )

AX .\,
Iz uslova za stabilnost presik®e Seme primenjene na oscilatornu jedma (videti zadatak 3.7),

|At| <1, uslov za stabilnost je sada

‘(Cx sinkAx smIijAt

<1. 7
AX .\, @
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Uvode€ii da jed = Ax= Ay i znajui da trigonometrijskilanovi imaju najvéu vrednost kada je
sinkd =1, (8)
sinld =1, (9)
uslov za maksimalnu vrednost leve strane (7) mazgedhapise
1
E(CX +o )ats1. (10)

Na kraju, maksimalna vrednost (10) se dobija kada |

d‘i (e +{&-2) =0, (11)

X

odnosno,
c
= 12
Cx 72 (12)
c
R 12)

Maksimalna vrednost (7) se postize kada se adwekddj pod uglom odi/4 sax-osom. Zamenom
(12) i (13) u (10) kao uslov linearne stabilno&F( kriterijum) se dobija

|J§c%

Vrlo sli¢an tretman dvodimenzionalne advektivne jetimamoze se rakod Mesingera i Arakave
(1976). Upordujuci (14) i CFL kriterijum za jednodimenzionalni shj

<1, (14)

At
C_

<1, 15
A (15)

vidi se da je korak u vremenvi2 puta veéi u dvodimenzionalnom, nego u jednodimenzionalnom

slucaju.
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ZADATAK 4.12.
Polazéi od zadatka 4.11, nacrtati oblast dozvoljenihgaila brojeva na dijagramu sa osama
kd i Id, gde su koraci Ax=Ay=d i izraunati talasnu duzinu najkiag talasa u

dvodimenzionalnom stiaju.

ReSenjdGavrilov i ToSt, 1998):
Najkrata talasna duzina koju mreZa raspoznaje u oba pjavca
L=2d, (1)
a maksimalni talasni brojevixi y pravcu su
kd=m, 2)
3)

Id =m11.
Na osnovu (2) i (3) oblast dozvoljenih talasnihjbva prikazana je na Slici 6 u obliku kvadrata.

Id

) ®3)

@

0 %[ Tt kd

Slika 6 Oblast dozvoljenih talasnih brojeva.

Posmatranjem Slike 6 tiava se da u oblasti dozvoljenih talasnih brojeva:

ugao (1) imaL, =2Ax, L, =0;
ugao (2) imaL, =0, L, =24y; i
ugao (3) imaL, = 2Ax, L, =2Ay.

Najkradi talas u dvodimenzionalnom shju ima talasnu duzinu
VkZ +12
Zamenom (2) i (3) u (4) kodao se dobija
L=+2d. (5)

Pravilna kvadratna dvodimenzionalna mreza, prinistmraku, mozZe da prikaze talase puta

kra¢ih talasnih duzina od jednodimenzionalne mreze.
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ZADATAK 4.13.

Nelinearni¢lan ima oblik
ou
u—, 1
= (1)

gde jeu=sinkx. Posmatranjem talas@a je duzinalL =4Ax/3, odrediti (preslikani) talasni broj,

k,, novonastale talasne komponente iz nelineattaga i graféki predstaviti ovaj talas u mrezi

p )

tacaka.

ResSenje:
PiSwi da je
Sinkx = siff (K= 2 Kya) + 2 ko] X, )
odnosno, razvojem desne strane (2), dobija se
sinkx = sir{ K= 2k;4) XCOL ko ¥+ cdsk- 2 ko) x si k., X (3)
Znajki da je
Knax = T/ AX, 4)
X =iAX, (5)
COL2K 1 X = 1, (6)
SIN2K 10, X = 0, (7)

iz (3) se dobija
sinkx = = sink; X, (8)
gde je
Kp = 2Knax = K. 9)
Na osnovu (8) se wava da su u diskretnom ghju talasni broj osnovne komponente, i talasni

broj novonastale komponentk, , identini.

Za posmatrani talas

4
L =—AX, 10
3 (10)
odnosno
3n
k=——, 11
2Ax (11)

i koristeti (9), novonastali talasni broj iz nelinearntigna je
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L

kKo=—. 12
P 2Ax (12)
Na osnovu (12) za novonastalu talasnu duzinu sgadob

L, = 4AX. (13)

U mreZi t&aka datoj na Slici 7 prikazani su talaki=4Ax/3 (punom linijom) i L, =4Ax

(isprekidanom linijom). Séino razmatranje moze seé¢nBod Mesingera i Arakave (1976).

1.0
0.8r

0.61

-0.4r
-0.61

-0.8f

-1.0

Slika 7 Talasi talasnih duZin& = 4Ax/3 (puna linija) i L, =4Ax (isprekidana linija).

ZADATAK 4.14.

Jednodimenzionalna linearna advektivha jé€dra moze se metodom kaimpg elementa
aproksimirati
1 = - - C
Dol A= g g - (W - =0, ®
a) Ispitati stabilnost aproksimacije (1);
b) izratunati faznu brzinu, ako jAt malo u poréenju saAx/c; i

c) uporediti faznu i grupnu brzinu aproksimacij¢ (Eemecetvrtog reda ténosti za talasne
duzine L, = 2Ax, L, =4AX i Lz =6AX.

ReSenje:
a) Zamenom u (1) talasnog reSenja
uin - Aei(omAt—kiAx)' )
dobija se
cE = —EsinO(At(—2 +_COSkAX) 3)
AX 3 sinkAx

gde suA amplituda ia neki parametar. CFL kriterijum stabilnosti nala&tov
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—}sinaAt(M) <1. (4)
3 SinkAx
Maksimalna vrednost (4) se obedbg za
sinaAt =1, (5)
i za maksimalnu vrednoglana u zagradi
2n
kAx=—. 6
3 (6)
Na osnovu (4), (5) i (6) za kriterijum stabilno&) se dobija
2 <oss. (7)
AX

Uporeaiujuéi (7) i uslov (10) iz zadatka 4.5 &@va se da je kriterijum stabilnosti aproksimacije (

stroziji od kriterijuma stabilnosti Sendetvrtog reda t&nosti.
b) Uporetivanjem u kontinualnom sdaju talasnog reSenja

u= Aelk(X—Ct) , (8)
sa (2), opsti izraz za faznu brzinu aproksimadijarfa oblik

*

a
cC =——. 9
5 ©)
Koris¢enjem (3), od (9) postaje

&= 1 arcsirv 3sirkAx

—, 10
k w (2+coskAx) Ax (10)
gde je
:cﬁ sinkAx . (11)
AX (2+coskAX)
Ako je At malo u poréenju saAx/ c i znajlLi
lim &S, (12)
w-0 W
od (10) se izraz za faznu brzinu transformiSe
¢ = c  3sinkAx ’ (13)
kAX (2+coskAX)
ili kona¢no
&= c SinkAXx (14)

i 249
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c) Grupna brzina aproksimacije (1) je
© o 2coskAx+1

=3c—25. 15
) (2+coskarx)’ 4o

9

Za zadate talasne duzine odnos izraza za fazneel(k4) i (8) iz zadatka 4.6 prikazan je u
Tabeli 1.

Tabela 1. Odnos faznih brzina.

L 2AX 4AX B6AX
¢ /¢y 0/0 /8 36/35

Za zadate talasne duzine odnos grupnih brzinai (I15) iz zadatka 4.6 prikazan je u Tabeli 2.

Tabela 2. Odnos grupnih brzina.

L 2AX 4Ax 6AX
S,/ Sem 9/5 9/4 | 144125

Identicno razmatranjéitalac moze né@ kod Rarti¢a (1988).
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GLAVA 5

HORIZONTALNO NUMERI CKO DIFERENCIRANJE

5.1 OPSTI POJMOVI

ZADATAK 5.1.

Odrediti oblasti dozvoljenih talasnih brojeva zaa#lxatne mreze A, B, C, D i E prema
Arakavinoj notaciji, smatrajti da je na svim mrezama najkearastojanje izmiu istorodnih téaka
d'.

ReSenjdJanijic, 1993):
Maksimalni talasni brojevi u nekom pravcu se définkao brojevi najki@h talasa koji mogu

stati na intervall’n, odnosno

k=-—, 1)

=, (2)

gde suL, i L, talasne duzine najki#n talasa w iy pravcu. Posto su

L, =2d', (3)

L, =2d", (4)
na osnovu (1) i (2) se ko&ao dobija

kd'=mn, (5)

Id'=m. (6)

Oblasti dozvoljenih talasnih brojeva prikazane awtici 8a za mreze A, B, Ci D, kadagée=d, a
na Slici 8b za E mrezu, ptemu jed'= d/\/f .
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Id'
Tt

-Tt

(@) A-D (b) E

Slika 8 Oblasti dozvoljenih talasnih brojeva za: (a) A@i D mreze; (b) E mreZu.

ZADATAK 5.2.

Pokazati da se:
a) polurazmaknuta E mreza moze dobiti superponicigoe C mreze; a

b) nerazmaknuta A mreza moze dobiti kombinacijora Bvnreze.

ReSenjéGavrilov i ToSt, 1998):

a) E mreza prikazana na Slici 9a sastavljena jdvedC mreze. Jedna C mreza je prikazana
velicinama u kvadratima, dok je druga ozema veléinama u krugovima.

b) A mreza prikazana na Slici 9b je sastavljenawelE mreze. Jedna E mreza je prikazana

velicinama u kvadratima, dok je druga ozema veléinama u krugovima.

o mlo O E® HO HE O
M0 ® M ® MO e He He O HE

mlo (o O e B0 e [

Slika 9 (a) E mreza; (b) A mreza.
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ZADATAK 5.3.

Znajuwi raspored zavisno promenljivim u, v, X i ¢ na Arakavinim kvadratnim mrezama,

koris¢enjem centralnih katnika kona&nih razlika preko najkiah rastojanja istorodnih takad' i
osrednjavanja iz dve najblize istorodnéki

a) izraziti vetar preko potencijala brzine i steifiunkcije; i

b) pron&i relacije izmeu amplituda vetra i potencijala brzine, odnosnaijse funkcije u

analitickom i diskretnom skEaju, pretpostavljajti talasnu prirodu reSenja.

ResSenje:
Na pet panela Slike 10 prikazane su Arakavine latagrmreze oziane sa:
« A, B, C, DiE wijim suc¢vorovima zadate zavisno promenljikieu i v; i

« A, B, C,D'iE"Wijim sucvorovima zadate zavisno promenljikex i @ .

y v ¥ Yy v X
. W N X X x
v o h h hv hv v hy  h h v h
W v x X X u u
n h hv hv iy hy h v h
<—d—> <—d—> AN e—d—>  d—s
A AT A X X X
A A = D p
A %
Y 4 X Y
k\ L
¥ - ’ h h
AN y hxw hxy v
YA [/1)@\11/ h h h/X'ilj/ v h \Y
o v v ) SN S
o h h AR hovesoh
e d—> < d—> ’
v v _
> X
X' E E
B B
Y + X
v v v /wf
y AN hy iy h u h
v vy v v
iy hy h u h
)P/ <—d— v <—d—>
X
c C

Slika 10 Prostorni raspored promenljivihu, v, X i U na Arakavinim kvadratnim mrezama.
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Centralni kolénik konanih razlika preko najkkah rastojanja istorodnih taka i

osrednjavanje iz dve najblize istorodné&kmduz x pravca se definiSu
1
(6xa)iyj Eéxaza(aﬂﬂzj _a'—:llzj)’ (1)

1
a)i,j =a :E(amjz,j + a—yzj)’ 2)
gde jea neka promenljiva, @' je najkra&e rastojanje izmiu istorodnih tédaka. Na analogan tia
se definiSu duzy pravca centralni kainik konanih razlika, (6),a)i . i osrednjavanje@yi,j.
Istovremeno, meSoviti operatori se definiSu

5,a=5,(5,a)=55,a), €)

XWeax =2y
a¥=a* =a¥ . 4)

Napomena: Ubudie ¢e se za operatore (1)-(4) koristiti nazivi centr&oli¢nici konanih razlika,
odnosno, operatori osrednjavanja.

a) Kori&enjem relacija iz analitkog sliaja

-0, 9x

= , 5
dy 0x ®)

V:a_l]J_'_a_X, (6)
ox oy

I posmatranjem Arakavinih mreza na Slici 10, trazaproksimacije za vetar na mrezama, redom,
mogu se napisati

uy =3,  +3,x”, (7)
Va =047 +3,x", (8)
U =-3,0" +3,x”, 9)
Vg =3,7 +3,X, (10)
UC = _6yl.|J +6XX y (11)
Ve =0, P +0,X, (12)
Up = ‘5yllJ +O,X (13)
Vb :6Xw+6yX’ (14)

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢



69

Zbirka reSenih zadataka iz Modeliranja atmosfere |
Ug = =0, W +3,X, (15)
VE =0, +3X. (16)
Identiéni rezultati ovde prikazanim mogu setnkod Janjéa (1993).
b) Zamenom talasnih reSenja u obliku
a7)

uv, X, = a (/,)’i’ qjei(kXHY)

u analittkim izrazima (5) i (6), relacije iznd® amplituda vetra i potencijala brzine, odnosno

strujne funkcije su
a=i(-yl+xk),
V= i(qu+xI).

Ponovo, zamenom talasnih reSenja oblika
PPN i(kid"+ljd"
(U’V’X’w)A_E :(U, V,X,UJ)A_EG'( id'+ljd")

u diskretnim izrazima (7)-(16), relacije iztheamplituda vetra i potencijala brzine, odnosnajst

funkcije su

ia ="
Ua=
g =

Up ="

a —gi(—qﬁlsinﬁﬂisin—)
d 2 2)’

kd Id

Zi( N kd . Id . . j
-{)cos— sin— + ¥ sin— cos— | ,

2 2 2 2

Zi(A . kd d . . )
() sin— cos— + X cos— sin— |,

2 2 2 2

Zi( N kd . Id . . k j
-{)cos— sin— + ¥ sin— cos— | ,

2 2 2 2

Zi(A . kd Id . kd . )
{ sin— cos— + X cos— sin—|,
2 2 2 2

Zi(A : . )
sin—+Xsin—|,
v 2 X 2

(18)

(19)

(20)

(21)
(22)
(23)
(24)
(25)
(26)
(27)

(28)
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. _W/2i kd
Ug q ( llJSIﬂ\/E+XSInﬁ) (29)
, _2i . . ld
Ve (¢Spﬁ+XS|n\/§)' (30)

Identiéni rezultati ovde prikazanim mogu setnleod Gavrilov i Tost (1998).
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5.2 GRAVITACIONO-INERCIJALNI TALASI

ZADATAK 5.4.

Diskretizacijom prostornih izvoda jednodimenziorariinearizovanog sistema jedivaa za
gravitacione talase na nerazmaknutoj mrezi, odredit

a) faznu brzinu;

b) grupnu brzinu; i

c) uporediti ovako dobijene brzine sa anélitin slucajem.

ReSenje:
Jednodimenzionalni linearizovani sistem jetina za plitku vodu gravitacionih talasa ima
oblik

du_ oh
ou__,on 1
ot gax 1)
Mo, @
ot ox

gde sug,H =cons.

a) Upotrebom centralnih kahika kon&nih razlika (1) i (2) se mogu napisati

3) i
) gt

gde jed korak mreze. Zamenom u (3) i (4) talasnih reSenja

_ - ifkia-v']

u = e : (5)
h = ﬁei(kid—v t)’ )
dobija se
V*G—gsin(kd)ﬁzo, (7)
H . o oxa
—Esn‘(kd)u—v h=0. (8)
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ReSavanjem algebarskog sistema (7) i (8) za fradjen diskretnom sléaju se dobija

V=¥ Gk @)

Y
c=—, 10
” (10)
u diskretnom sléaju se dobija
& :i@ sinkd . (11)
kd
b) Polazéi od definicije grupne brzine
dv
Cqy=—, 12
97 gk (12)
u diskretnom sléaju se dobija
¢y =+ gH coskd. (13)
c) Zamenom u (1) i (2) reSenja u talasnom obliku
U= l]ei(kx—vt) , (14)
h= ﬁei(kx—vt) ’ (15)

I nakon srdivanja, za faznu i grupnu brzinu u angkibm slw&aju se dobija
c=%,gH, (16)
=cC. (17)
Uporeiivanjem (11) i (16) udava se da je u diskretnom &hju fazna brzina funkcija talasnog
broja, dok je u analdkom sliEaju konstantna. Iz toga proizilazi da su gravitacitalasi u

diskretnom sltiaju disperzioni, zbog grupne brzine koja nije kansta. Identino razmatranje

citalac moze nd kod Mesingera i Arakave (1976).
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ZADATAK 5.5.

Diskretizacijom prostornih izvoda u dvodimenziorain linearizovanom sistemu jediiza
za plitku vodu na A mrezi, upotrebom centralnih ikwka kon&nih razlika i operatora
osrednjavanja, izeainati i graftki prikazati normalizovane apsolutne frekvencijewtaciono-

inercijalnih talasalv|/ f . Uporediti dobijene rezultate sa anaktm reSenjem.

ResSenje:

Dvodimenzionalni linearizovani sistem jedivaa za plitku vodu u analitkom obliku glasi

au  oh
M_ 49w 1
o Yox @)
v __ )
ot oy
@:—H(@+@). @3)
ot ox oOx

Zamenom u (1), (2) i (3) reSenja u talasnom obliku
wv.h= 0y AI,Ei(kx+Iy—vt) ' (4)
I nakon srdivanja, za normalizovanu frekvenciju se dobija

[7) =),

gde su)\:w/gH/f, X=kd i Y=Id. Na Slici 11 prikazane su normalizovane apsolutne
frekvencije,|v|/f , u gornjem desnom kvadrantu oblasti dozvoljeniastaih brojeva za\/d =20

dobijene iz MATLAB programa. Utava se da frekvencije uvek rastu sa porastom talasaojeva.

TC
3

15 kd 2 25 3T

Slika 11 Normalizovane apsolutne frekvencije u anétim slwaju.
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Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i grafiko predstavljanje normalizovane

apsolutne frekvencije dat je u Listingu 3.

% FREKV2AN.M 21:59 4/9/98

% Izracunavanje 2D normalizovanih apsolutnih frek vencija
% gravitaciono-inercijalnih talasa

% u analitickom slucaju kada je lambda/d=2

% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov

%

clear all, close all

a =0; b = pi; korak = 0.01;

% generisanje pravougaone oblasti

X = a:korak:b; Y = a:korak:b; [x,y] = meshgrid(X,Y );

% visine na kojima se crtaju konture
CH1=[1152253354455556657758 8.5];
%lambda/d=2

Id =2;

% frekvencije u analitickom slucaju

ANAL = sqrt(1+ld"2*(x.A2+y.~2));

% crtanje frekvencija

figure(1);

CANAL=contour(X,Y,ANAL,CH1);clabel(CANAL);title('a naliticki slucaj");
axis(‘square');axis([0 b 0 b]);brojose=gca;xlabel(’ kd"); ylabel('ld");
tikovi = 0:0.5:b; set(brojose, 'Xtick',tikovi, 'Yt ick',tikovi);

Listing 3. Izr&unavanje normalizovane apsolutne frekvencije uigaéledm slwaju
za graftki prikaz na Slici 11.

Koris¢enjem operatora (1)-(4) iz zadatka 5.3, sistem(ZL)ra A mrezi moze se napisati

% =-gd,h" + fv, (6)
BN @
o= e ay) ©
Zamenom u (6)-(8) talasnih reSenja
(v, h)i,j _ f”/,Ahai(kiouljd—v t)’ ©)

za normalizovanu frekvenciju se dobija (Arakawamib, 1977)

V* _ )\2 ) .
{Tj —1+?(S|n X + sirf Y). (10)
Na Slici 12 prikazane su normalizovane apsolutlekvbncije,‘v*‘/f , ha A mrezi u gornjem

desnom kvadrantu oblasti dozvoljenih talasnih h@jea A\/d =20 dobijene iz MATLAB

programa. Uporduju¢i Slike 11 i 12, udava se osemna oblast u kojoj diskretne frekvencije
opadaju sa porastom talasnih brojeva.
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TT
3

Slika 12 Normalizovane apsolutne frekvencije na A mrezi.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i grafiko predstavljanje normalizovane

apsolutne frekvencije dat je u Listingu 4.

% FREKV2A.M 22:06 4/9/98

% Izracunavanje 2D normalizovanih apsolutnih frek vencija
% gravitaciono-inercijalnih talasa

% na A mrezi kada je lambda/d=2

% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov

%

clear all, close all

a =0; b = pi; korak = 0.01;

% generisanje pravougaone oblasti

X = a:korak:b; Y = a:korak:b; [x,y] = meshgrid(X,Y );
% visine na kojima se crtaju konture

CH2=[0051152225253];

%lambda/d=2

Id =2;

% frekvencije na A mrezi

A = sqrt(1 +ld"2*(sin(x). 2+sin(y)."2));

% crtanje frekvencija

figure(1);

CA = contour(X,Y,A,CH2); clabel(CA); title('A-mrez ah;
axis(‘square");axis([0 b 0 b]);brojose=gca;xlabel(’ kd"); ylabel('ld");
tikovi = 0:0.5:b; set(brojose, 'Xtick',tikovi, 'Yt ick',tikovi);

Listing 4. Izr&unavanje normalizovane apsolutne frekvencije narézm
za graftki prikaz na Slici 12.
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ZADATAK 5.6.

Diskretizacijom prostornih izvoda u dvodimenziorain linearizovanom sistemu jediiza
za plitku vodu na B mrezi, upotrebom centralnih ikuka kon&nih razlika i operatora
osrednjavanja, izeainati i graftki prikazati normalizovane apsolutne frekvencijewtaciono-

inercijalnih talasalv|/ f . Uporediti dobijene rezultate sa anaktm reSenjem.

ResSenje:
KoriS¢enjem operatora (1)-(4) iz zadatka 5.3, sistem(JL)z zadatka 5.5 na B mrezi ima
oblik

%Lgﬁ” fv, (1)

ov —X

E:—géyh - fu, (2)
o= Ey) g

Zamenom u (1)-(3) talasnih reSenja (9) iz zadatka Za normalizovanu frekvenciju se dobija
(Arakawa i Lamb, 1977)

* 2 2
V] 1eal (s K cos Yo 0ot X i) @
f d 2 2 2

Na Slici 13 prikazane su normalizovane apsolute&viencije, ‘v*‘/f , ha B mrezi u gornjem

desnom kvadrantu oblasti dozvoljenih talasnih h@jea A\/d =20 dobijene iz MATLAB

programa. Uporduju¢i Slike 11 i 13, udava se osena oblast u kojoj diskretne frekvencije
opadaju sa porastom talasnih brojeva.

Tt
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Slika 13 Normalizovane apsolutne frekvencije na B mrezi.
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Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i grafiko predstavljanje normalizovane

apsolutne frekvencije dat je u Listingu 5.

% FREKV2B.M 22:08 4/9/98

% Izracunavanje 2D normalizovanih apsolutnih frek vencija
% gravitaciono-inercijalnih talasa

% na B mrezi kada je lambda/d=2

% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov

%

clear all, close all

a =0; b = pi; korak = 0.01;

% generisanje pravougaone oblasti

X = a:korak:b; Y = a:korak:b; [x,y] = meshgrid(X,Y );

% visine na kojima se crtaju konture
CH1=[1152253354455556657758 8.5];
%lambda/d=2

Id=2;

% frekvencije na B mrezi

B=sqrt(1+4*ld"2*(sin(x/2)."2.*cos(y/2).72+sin(y/2) N2.*cos(x/2).12));
% crtanje frekvencija

figure(1);

CB = contour(X,Y,B,CH1); clabel(CB); title('B-mrez a";
axis(‘square’);axis([0 b 0 b]);brojose=gca;xlabel(’ kd"); ylabel('ld");
tikovi = 0:0.5:b; set(brojose, 'Xtick',tikovi, 'Yt ick',tikovi);

Listing 5. Izr&unavanje normalizovane apsolutne frekvencije nar&m
za graftki prikaz na Slici 13.

ZADATAK 5.7.

Diskretizacijom prostornih izvoda u dvodimenziorain linearizovanom sistemu jediiza
za plitku vodu na C mrezi, upotrebom centralnihikoka kon&nih razlika i operatora
osrednjavanja, izeainati i graftki prikazati normalizovane apsolutne frekvencijewtaciono-

inercijalnih talasalv|/ f . Uporediti dobijene rezultate sa anaktm reSenjem.

ResSenje:
KoriS¢enjem operatora (1)-(4) iz zadatka 5.3, sistem(JL)z zadatka 5.5 na C mrezi ima
oblik

ou —y

P =_gd.h+ fV, 1
5 9 1)
ov —y

T =_gd h- fu*, 2
5 9 (2
oh _

5 ~H(8,u+3,v). 3)

Zamenom u (1)-(3) talasnih reSenja (9) iz zadatkg Ba normalizovanu frekvenciju se dobija
(Arakawa i Lamb, 1977)
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£\ 2 5
{V—j —cog X co§1+4)\—2( SR+ siﬁ\—(j . (4)
f 2 2 d 2 2

Na Slici 14 prikazane su normalizovane apsolute&viencije, ‘v*‘/f , ha C mrezi u gornjem
desnom kvadrantu oblasti dozvoljenih talasnih hwv@jea A/d =20 dobijene iz MATLAB

programa. Upowduju¢i Slike 11 i 14, udava se sporiji rast diskretnih frekvencija sa ptnas
talasnih brojeva.

15 kd 2 25 3T

Slika 14 Normalizovane apsolutne frekvencije na C mrezi.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i gratiko predstavljanje normalizovane

apsolutne frekvencije dat je u Listingu 6.

% FREKV2C.M 12:30 1/5/98

% Izracunavanje 2D normalizovanih apsolutnih frek vencija

% gravitaciono-inercijalnih talasa

% na C mrezi kada je lambda/d=2

% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov

%

clear all, close all

a =0; b = pi; korak = 0.01;

% generisanje pravougaone oblasti

X = a:korak:b; Y = a:korak:b; [x,y] = meshgrid(X,Y );

% visine na kojima se crtaju konture
CH2=[11522533544555566.577.58 8.5];
%lambda/d=2

Id=2;

C =sqrt(cos(x/2)."2.*cos(y/2)."2 + 4*|d"2*(sin(x/2 ).~2+sin(y/2).72));
% crtanje frekvencija

figure(1);

CC = contour(X,Y,C,CH2); clabel(CC); title('C-mrez a";
axis(‘square’);axis([0 b 0 b]);brojose=gca;xlabel(’ kd"); ylabel('ld");
tikovi = 0:0.5:b; set(brojose, 'Xtick',tikovi, 'Yt ick',tikovi);

Listing 6. Izr&unavanje normalizovane apsolutne frekvencije nar€zm
za graftki prikaz na Slici 14.
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ZADATAK 5.8.

Diskretizacijom prostornih izvoda u dvodimenziorain linearizovanom sistemu jediiza
za plitku vodu na D mrezi, upotrebom centralnih ikuka kon&nih razlika i operatora
osrednjavanja, izeainati i graftki prikazati normalizovane apsolutne frekvencijewtaciono-

inercijalnih talasalv|/ f . Uporediti dobijene rezultate sa anaktm reSenjem.

ResSenje:
KoriS¢enjem operatora (1)-(4) iz zadatka 5.3, sistem(3))z zadatka 5.5 na D mrezi ima
oblik

R =-gs i+ 10, M
% = —g3,h" - ", 2)
% _ —H(B_xuyx +$/y). 3)

Zamenom u (1)-(3) talasnih reSenja (9) iz zadatika Za normalizovanu frekvenciju se dobija
(Arakawa i Lamb, 1977)

* 2
{V—j —cog X CO§X+)\—2( sAX cdsn+ B ﬁh(j. (4)
f 2 2 d 2 2

Na Slici 15 prikazane su normalizovane apsolute&viencije, ‘v*‘/f , ha D mrezi u gornjem

desnom kvadrantu oblasti dozvoljenih talasnih h@jea A/d =20 dobijene iz MATLAB

programa. Uporduju¢i Slike 11 i 15, udava se osemna oblast u kojoj diskretne frekvencije
opadaju sa porastom talasnih brojeva.

T,
3
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Slika 15 Normalizovane apsolutne frekvencije na D mrezi.
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Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i grafiko predstavljanje normalizovane

apsolutne frekvencije dat je u Listingu 7.

% FREKV2D.M 22:11 4/9/98
% Izracunavanje 2D normalizovanih apsolutnih frek vencija
% gravitaciono-inercijalnih talasa

% na D mrezi kada je lambda/d=2

% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov

%

clear all, close all

a =0; b = pi; korak = 0.01;

% generisanje pravougaone oblasti

X = a:korak:b; Y = a:korak:b; [x,y] = meshgrid(X,Y );
% visine na kojima se crtaju konture

CH2=[0051152225253];

%lambda/d=2

Id =2;

% frekvencije na D mrezi

D = sqrt(cos(x/2).”2.*cos(y/2)."2+ ...

[d"2*(sin(x).~2.*cos(y/2)."2+cos(x/2)."2.*sin( y)."2));
% crtanje frekvencija
figure(1);
CD = contour(X,Y,D,CH2); clabel(CD); title('D-mrez ah;
axis(‘square');axis([0 b 0 b]);brojose=gca;xlabel(’ kd"); ylabel('ld");
tikovi = 0:0.5:b; set(brojose, 'Xtick',tikovi, 'Yt ick',tikovi);

Listing 7. Izr&unavanje normalizovane apsolutne frekvencije narézm
za graftki prikaz na Slici 15.

ZADATAK 5.9.
Diskretizacijom prostornih izvoda u dvodimenziorain linearizovanom sistemu jedinaa
za plitku vodu na E mrezi, upotrebom centralnihidtoka kon&nih razlika, izréunati i graftki

prikazati normalizovane apsolutne frekvencije gaiono-inercijalnih talasa|,v|/f . Uporediti

dobijene rezultate sa anatkim reSenjem.

ReSenje:
Koris¢enjem operatora (1)-(4) iz zadatka 5.3, sistem(3L)}z zadatka 5.5 na E mrezi ima

oblik

ou
— =-00.h+ fv, 1
praai e 1)
ov
— =-0g0,h- fu, 2
59 (2)
oh _
= ° —H(8,u+3,v). 3)
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Zamenom u (1)-(3) talasnih reSenja (9) iz zadatika Za normalizovanu frekvenciju se dobija
(Arakawa i Lamb, 1977)

2
vl M X ., Y
(Tj =1+ ZF(SIH ﬁ-’- SIﬂzﬁ). (4)

Na Slici 16 prikazane su normalizovane apsolutrwvbncije,‘v*‘/f , ha E mrezi u gornjem
desnom kvadrantu oblasti dozvoljenih talasnih h@jea A\/d =20 dobijene iz MATLAB

programa. Uporduju¢i Slike 11 i 16, udavaju se dve oséane oblasti u kojima diskretne
frekvencije opadaju sa porastom talasnih brojeva.

\2TT
4

35

3

Slika 16 Normalizovane apsolutne frekvencije na E mrezi.
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% FREKV2E.M 22:12 4/9/98

% Izracunavanje 2D normalizovanih apsolutnih frek vencija
% gravitaciono-inercijalnih talasa

% na E mrezi kada je lambda/d=2

% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov

%

clear all, close all

r = sqrt(2); a = 0; b = pi; korak = 0.01;

% generisanje oblasti

X = a:korak:r*b; Y = a:korak:r*b; [x,y] = meshgrid X,Y);
% visine na kojima se crtaju konture
CH1=[11522533544555566577.58 8.5];
%lambda/d=2

Id=2;

% frekvencije na E mrezi
E = sqrt(1 + 2*ld"2*(sin(x/r).~2+sin(y/r).*2));
% crtanje frekvencija

figure(1);

CE = contour(X,Y,E,CH1); clabel(CE); title('E-mrez a";
axis(‘'square’); axis([O r*b O r*b]); brojose = gca ;

tikovi = 0:0.5:r*b; set(brojose, "Xtick',tikovi, ' Ytick',tikovi);

xlabel('kd"); ylabel('ld");

Listing 8. Izr&unavanje normalizovane apsolutne frekvencije na&m
za graftki prikaz na Slici 16.

ZADATAK 5.10.

Polazéi od opstih izraza za frekvenciju gravitaciono-tiginih talasa:

a) napisati program u FORTRANu za imaavanje jednodimenzionalne normalizovane
apsolutne frekvencijgy|/ f , u analittkom slaju i na A mrezi;

b) prikazati graftki dobijene rezultate kada jg/d =20 i
c) prikazati grafiki dobijene rezultate kada pjg/d =01.
ReSenjdGavrilov i ToSt, 1998):

a) Svaienjem na jednu dimenziju izraza (5) i (10) za ndimoaane frekvencije (videti
zadatak 5.5) u anakikom i diskretnom (Winninghoff, 1968) slaju se dobija

o) e
(VTJZ =1+(%)Zsin2 X . 2)

Primer programa u FORTRANu za iZzwmavanje normalizovanih apsolutnih frekvencija i
rezultati programa dati su u Listingu 9.
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C * * **% *% * * * * * * * *kkkkkkkkkkkkkkkkk
C * PROGRAM FREKVALD ZA IZRACUNAVANJE 1D FR EKVENCIJA GIT *
C * NAAMREZIIUANAL. SLUCAJU KADA JE LA MDA/D=2i0.1 *
C * *
C * PROGRAMERI: ILA. TOSICiM.B. GAVRILOV, BEOGRAD, 1997 *
C * * *% **% * * * * * * * *kkkkkkkkkkkkkkkkk
PROGRAM FREKVA1D
C
REAL LD1, LD2
C
OPEN(UNIT=11,FILE="AMREZA2.DAT')
OPEN(UNIT=21,FILE="AMREZAO01.DAT")
C
Pl =3.141596
LD1=2.0
LD2=0.1
C
DO 10 1=0,10
X =1/10.*PI

A = SQRT(L. + LD1**2*SIN(X)**2)
ANAL = SQRT(L. + LD1*+2¥X**2)
WRITE(11,12) X, A, ANAL

12 FORMAT(3F15.5)

10 CONTINUE

C

DO 20 1=0,10

X = 1/10.*PI

A = SQRT(L. + LD2**2*SIN(X)**2)
ANAL = SQRT(L. + LD2**2*X**2)
WRITE(21,12) X, A, ANAL

20 CONTINUE

C

CLOSE(UNIT=11)
CLOSE(UNIT=21)

END
TABELA REZULTATA ZA LAMBDA/D=2.0
X A ANAL
0.00000  1.00000  1.00000
0.31416  1.17557  1.18101
0.62832 154336  1.60597
0.94248  1.90211  2.13379
1.25664  2.14896  2.70491
157080  2.23607  3.29691
1.88496  2.14896  3.90029
2.19912  1.90211  4.51048
2.51328  1.54336  5.12506
2.82744  1.17557  5.74261
3.14160  1.00000  6.36227

TABELA REZULTATA ZA LAMBDA/D=0.1

X A ANAL
0.00000 1.00000 1.00000
0.31416 1.00048 1.00049
0.62832 1.00173 1.00197
0.94248 1.00327 1.00443
1.25664 1.00451 1.00786
1.57080 1.00499 1.01226
1.88496 1.00451 1.01761
2.19912 1.00327 1.02390
2.51328 1.00173 1.03110
2.82744 1.00048 1.03920
3.14160 1.00000 1.04819

Listing 9. Izr&unavanje normalizovanih apsolutnih frekvencijaikaz rezultata u
analitckom sli&aju i na A mrezi.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i grafiko predstavljanje normalizovanih
apsolutnih frekvencija dat je u Listingu 10.
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% FREKV1A.M 22:15 4/9/98
% Izracunavanje 1D normalizovanih apsolutnih frek vencija
% gravitaciono-inercijalnih talasa
% na A mrezi kada je lambda/d=2.0i 0.1
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
clear all, close all
%generisanje x-ose
a = 0; b = pi; korak = 0.1; x = a:korak:b;
% vrednost za lambda/d
disp(‘uneti vrednost za Id 0.1 ili 2)
[d=input('ld=")
%frekvencije na A mrezi
A = sgrt(1 +ld"2*sin(x)."2);
%frekvencije u analitickom slucaju
ANAL = sqrt(1+ld"2*x."2);
%crtanje frekvencija
figure(1); plot(x,ANAL,x,A);
title('A-mreza"); xlabel('kd"); ylabel('ni/f"); g rid

Listing 10. Izr&unavanje normalizovanih apsolutnih frekvencija eigki prikaz
na Slikama 17 i 18 u analiiom slw&aju i na A mrezi.

b) Na Slici 17 prikazane su zavisnofti/ f od kd u diskretnom i analitkom sluaju za
A/d =20 dobijene iz MATLAB programa.

7

—~IZ

Slika 17 Zavisnostv|/f od kd u analittkom sluaju i na A mrezi za\/d =20.
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c) Na Slici 18 prikazane su zavisno{atf/f od kd u diskrethom i analitkom sli&aju za
A/d =01 dobijene iz MATLAB programa.
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Slika 18 Zavisnostv|/ f od kd u analittkom sluaju i na A mrezi za\/d =01.

ZADATAK 5.11.

Polazéi od opstih izraza za frekvenciju gravitaciono-tiginih talasa:

a) napisati program u FORTRANu za ikmaavanje jednodimenzionalne normalizovane
apsolutne frekvencijey|/ f , u analittkom sluaju i na B mrezi;

b) prikazati graftki dobijene rezultate kada jg/d =20 i
c) prikazati grafiki dobijene rezultate kada pjg/d =01.
ReSenjg¢Gavrilov i Tost, 1998):

a) Svalenjem na jednu dimenziju izraza (5) (videti zada&da®) i (4) (videti zadatak 5.6) za
normalizovane frekvencije u anatikiom i diskretnom (Winninghoff, 1968) slaju, dobija se

() =)
) e

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i gratiko predstavljanje normalizovane
apsolutne frekvencije dat je u Listingu 11.
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% FREKV1B.M 22:23 4/9/98
% Izracunavanje 1D normalizovanih apsolutnih frek vencija
% gravitaciono-inercijalnih talasa
% na B mrezi kada je lambda/d=2.0i 0.1
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
clear all, close all
%generisanje x-ose
a = 0; b = pi; korak = 0.1; x = a:korak:b;
% vrednost za lambda/d
disp(‘uneti vrednost za Id 0.1 ili 2)
[d=input('ld=")
%frekvencije na B mrezi
B = sqrt(1 +4*ld"2*sin(x/2).*2);
%frekvencije u analitickom slucaju
ANAL = sqrt(1+ld"2*x."2);
%crtanje frekvencija
figure(1); plot(x,ANAL,x,B);
title('B-mreza"); xlabel('kd"); ylabel('ni/f"); g rid

Listing 11. Izr&unavanje normalizovanih apsolutnih frekvencija eigki prikaz
na Slikama 19 i 20 u anatikom slw&aju i na B mrezi.

b) Na Slici 19 prikazane su zavisnofti/ f od kd u diskretnom i analitkom sluaju za
A/d =20 dobijene iz MATLAB programa.

7

Slika 19 Zavisnostv|/ f od kd u analittkom sluaju i na B mrezi za/d =20.
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c) Na Slici 20 prikazane su zavisno{atf/f od kd u diskrethom i analitkom sli&aju za

A/d =01 dobijene iz MATLAB programa.
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Slika 20 Zavisnostv|/f od kd u analittkom sluaju i na B mrezi za/d =01.

ZADATAK 5.12.

Polazéi od opstih izraza za frekvenciju gravitaciono-tiginih talasa:

a) napisati program u FORTRANu za ikmaavanje jednodimenzionalne normalizovane
apsolutne frekvencijay|/ f , u analittkom slutaju i na C mrezi;

b) prikazati graftki dobijene rezultate kada jg/d =20 i
c) prikazati grafiki dobijene rezultate kada pjg/d =01.
ReSenjg¢Gavrilov i Tost, 1998):

a) Svalenjem na jednu dimenziju izraza (5) (videti zada&da®) i (4) (videti zadatak 5.7) za
normalizovane frekvencije u anatikiom i diskretnom (Winninghoff, 1968) slaju, dobija se

(7))

2 2
(V—j = co§1+4(lj sift 2.
f 2 d 2

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i gratiko predstavljanje normalizovane
apsolutne frekvencije dat je u Listingu 12.

(1)

(2)
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%
%
%
%

% FREKV1C.M 22:28 4/9/98

Izracunavanje 1D normalizovanih apsolutnih frek
gravitaciono-inercijalnih talasa

na C mrezi kada je lambda/d=2.0i 0.1

Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov

vencija

%
clear all, close all
%generisanje x-ose
a = 0; b = pi; korak = 0.1; x = a:korak:b;
% vrednost za lambda/d
disp(‘uneti vrednost za Id 0.1 ili 2)
[d=input('ld=")
%frekvencije na C mrezi
C = sgrt( cos(x/2)."2 + 4*1d"2*sin(x/2)."2 );
%frekvencije u analitickom slucaju
ANAL = sqrt(1+ld"2*x."2);
%crtanje frekvencija
figure(1); plot(x,ANAL,x,C);
title('"C-mreza’); xlabel('kd"); ylabel('ni/f); g rid

Listing 12. Izr&unavanje normalizovanih apsolutnih frekvencija eigki prikaz
na Slikama 21 i 22 u anatikom slw&aju i na C mrezi.

b) Na Slici 21 prikazane su zavisnofti/ f od kd u diskretnom i analitkom sluaju za
A/d =20 dobijene iz MATLAB programa.

7

Slika 21 Zavisnostv|/ f od kd u analittkom slwaju i na C mrezi za/d =20.
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c) Na Slici 22 prikazane su zavisno{atf/f od kd u diskrethom i analitkom sli&aju za
A/d =01 dobijene iz MATLAB programa.

11
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Slika 22 Zavisnostv|/ f od kd u analittkom slwaju i na C mrezi za/d =01.

ZADATAK 5.13.

Polazéi od opstih izraza za frekvenciju gravitaciono-tiginih talasa:

a) napisati program u FORTRANu za ikmaavanje jednodimenzionalne normalizovane
apsolutne frekvencijey|/ f , u analittkom slutaju i na D mrezi;

b) prikazati graftki dobijene rezultate kada jg/d =20 i
c) prikazati grafiki dobijene rezultate kada pjg/d =01.

ReSenjg¢Gavrilov i Tost, 1998):

a) Svalenjem na jednu dimenziju izraza (5) (videti zada&da®) i (4) (videti zadatak 5.8) za
normalizovane frekvencije u anatikiom i diskretnom (Winninghoff, 1968) slaju, dobija se

(3

2 2
v 3 X (A .
(Tj = CO§E+(E) sirf X.. 2)

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i gratiko predstavljanje normalizovane
apsolutne frekvencije dat je u Listingu 13.

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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% FREKV1D.M 22:31 4/9/98
% Izracunavanje 1D normalizovanih apsolutnih frek vencija
% gravitaciono-inercijalnih talasa
% na D mrezi kada je lambda/d=2.01i 0.1
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
clear all, close all
%generisanje x-ose
a = 0; b = pi; korak = 0.1; x = a:korak:b;
% vrednost za lambda/d
disp(‘uneti vrednost za Id 0.1 ili 2)
[d=input('ld=")
%frekvencije na D mrezi
D = sqrt( cos(x/2)./2 + Id"2*sin(x)."2);
%frekvencije u analitickom slucaju
ANAL = sqrt(1+ld"2*x."2);
%crtanje frekvencija
figure(1); plot(x,ANAL,x,D);
title('D-mreza’); xlabel('kd"); ylabel('ni/f); g rid

Listing 13. Izr&unavanje normalizovanih apsolutnih frekvencija eigki prikaz
na Slikama 23 i 24 u anatikom slwaju i na D mrezi.

b) Na Slici 23 prikazane su zavisnofti/ f od kd u diskretnom i analitkom sluaju za
A/d =20 dobijene iz MATLAB programa.

7

-

Slika 23 Zavisnostv|/ f od kd u analittkom sluaju i na D mrezi za\/d =20.
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c) Na Slici 24 prikazane su zavisno{atf/f od kd u diskrethom i analitkom sli&aju za
A/d =01 dobijene iz MATLAB programa.

1.0

0.8F----~-----L- N~

0.2f~==-d-----f -

0

0

Slika 24 Zavisnostv|/ f od kd u analittkom sluaju i na D mrezi za\/d =01.

ZADATAK 5.14.

Polazéi od opstih izraza za frekvenciju gravitaciono-tiginih talasa:

a) napisati program u FORTRANu za ikmaavanje jednodimenzionalne normalizovane
apsolutne frekvencijey|/ f , u analittkom sluaju i na E mreZi;

b) prikazati graftki dobijene rezultate kada jg/d =20 i
c) prikazati grafiki dobijene rezultate kada pjg/d =01.
ReSenjg¢Gavrilov i Tost, 1998):

a) Svalenjem na jednu dimenziju izraza (5) (videti zada&da®) i (4) (videti zadatak 5.9) za
normalizovane frekvencije u anatikiom i diskretnom (Winninghoff, 1968) slaju, dobija se

o e
(VTJZ =1+ {%)Zsinz%. )

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i gratiko predstavljanje normalizovane
apsolutne frekvencije dat je u Listingu 14.
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% FREKV1E.M 20:17 1/5/98
% Izracunavanje 1D normalizovanih apsolutnih frek vencija
% gravitaciono-inercijalnih talasa
% na E mrezi kada je lambda/d=2.0i 0.1
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
clear all, close all
r = sqrt(2);
%generisanje x-ose
a = 0; b = pi; korak = 0.1; x = a:korak:r*b;
% vrednost za lambda/d
disp(‘uneti vrednost za Id 0.1 ili 2)
[d=input('ld=")
%frekvencije na E mrezi
E = sqgrt(1 + 2*d"2*sin(x/r)."2);
%frekvencije u analitickom slucaju
ANAL = sqrt(1+ld"2*x."2);
%crtanje frekvencija
figure(1); plot(x,ANAL,X,E);
title(E-mreza"); xlabel('kd"); ylabel('ni/f"); g rid

Listing 14. I1zr&unavanje normalizovanih apsolutnih frekvencija eigki prikaz
na Slikama 25 i 26 u analiiom slw&aju i na E mrezi.

b) Na Slici 25 prikazane su zavisnofti/ f od kd u diskretnom i analitkom sluaju za
A/d =20 dobijene iz MATLAB programa.

7

-

| |
1 1
0 05 1 15 2,425 3 35 4 2Tt

Slika 25 Zavisnostv|/ f od kd u analittkom sluaju i na E mrezi za/d =20.
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c) Na Slici 26 prikazane su zavisnoft/f od kd u diskretnom i analitkom slwaju za
A/d =01 dobijene iz MATLAB programa.

1.10

<

[NCY) TN T (N U

Slika 26 Zavisnostv|/f od kd u analittkom sluaju i na E mrezi za/d =01.

ZADATAK 5.15.
Dokazati identinost (ekvivalentnost) mreza B i E za gravitacionercijalne talase.

ReSenjdRarti¢, 1988):

Zamenom reSenja u talasnom obliku
e i(kBid+|Bjd—v*t)
(uvihg=(uul e , (1)

u sistem (1)-(3) u zadatku 5.6, na B mreZzi se dobij
g| ked  |gd ~

—iv g = Fsm > cos—hB+ g, 2)
—iv' Vg = - %smle cos@h - fg, (3)
~iv'hg = - 2H (sinde cosed g Og +sinted cos—deOB) : (4)
2 2 2
Zamenom reSenja u talasnom obliku
D (kEiﬁd+IEj@—v*t)
(u,v,h) (u v f)E , ()

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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u sistem (1)-(3) u zadatku 5.9, na E mreZi se dobij

—iv g = V2= g smThE + fUg, (6)
v g = -2 9 —smﬁhE— e, @)
—iv*ﬁE——\/;lH( j_ E+S|n|jg Ej (8)

Posto su B i E mreZe rotirane jedna u odnosu ngudza /4, relacije izméu komponenti brzina
na mrezama se mogu napisati u obliku

Ug = g(ﬂE + ) 9)
Vg = g(—aE + ). (10)

Zamenom (9) i (10) u (2)-(4), dobija se
—iv g(uE +0g) = —2%smk2d cosl%th +g f(-0g + %), (12)
—iv*g(—GEH?E): 2%5ln|2d sk';—dﬁB— f%(ﬂEwE), (12)
~iv'hg = Z;jH {sin kzd co IBZd \/2_( +9 )+sin% cos%%(—ﬂE +\7E)} : (13)

Ako se (11) sabere sa (12) i (12) oduzme od (1xpten se tako dobijene jedniae i (13) podele
sa+/2, dobija se

—iv Vg = -ﬁg(sinde cosIB—d+ sinlB—OI cos@) hg — flic, (14)
d 2 2 2 2
—iv g = —ﬁ%(sinkizd cos%— sinIB?d coskB?dj hg + g, (15)

+(sin|‘320I cosszd - sir‘.kBZCI co@jVE} (16)
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Primenom adicionih teorertfssistem (14)-(16) postaje

—iv' g = \/_—S| (kg |B)% hg + g, (17)

)% hg — flig, (18)

_iV*\/)E = _\/E%Sl (kB + |B

-iv'hg = —@{sir{(kB - |B)%}0E +sir{( kg + |B)92}\7E} : (19)

Po analogiji sa (9) i (10), za talasne brojevedsdjd

g(kE +1g) =kg, (20)
%(—kE +1g) =lg. (21)

Koris¢enjem (20) i (21), i znajui da seh tacke na B i E mrezama poklapajiigiedno je da sistem
(17)-(19), B mreza, postaje idafdn sistemu (6)-(8), E mreza.

10
. d kd Id kd Id
sin(k +1)— = sin— cos—+ cos— sif-,
2 2 2 2 2

. d _ kd Id kd .Id
S|r’(—k+l) = - sin— cos—+ COS— SiA-.
2 2 2 2

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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NAMERNO PRAZNA STRANA
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5.3 ROSBIJEVI TALASI

ZADATAK 5.16.

Diskretizacijom samoclanova podeSavanja dvodimenzionalnog linearizovasa@iema
jedn&ina za plitku vodu u beta ravni bez osnovne stwfeezdivergentnom staju, a upotrebom
centralnih kolknika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja, izvesti komgnte geostrofskog
vetra na A mrezi.

ReSenjéGavrilov, 1985):

Dvodimenzionalni linearizovani sistem jedia za plitku vodu u beta ravni ima oblik

[ du i oh

—- - fov+ 0 —=0, 1

ot BYV_ oV ox (1)

[ ov ] oh

—+ + f u+ =0, 2

E Byu_ ou g_ay (2)
[ah}+H(au+avj 0. @)

ot ox oy

Za procese sinogkih i vecih razmera u skaju bezdivergentnog kretanganovi u uglastim
zagradama mogu se zanemariti u odnosulaaove podeSavanja, nakéega se sistem (1)-(3)
moze napisati

oh
—fov+g9g—=0, 4
0 gax (4)

oh
fou+g—=0. 5
0 gay (5)

Iz sistema (4)-(5) za geostrofski vetar u and#ddam slwaju se dobija
—_goh

_ | 6
=22 )
_goh
_goh 7
Yo "t ox (7)

Upotrebom centralnog keéinika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja (videti zadab.3),
sistem (1)-(3) na A mrezi moZe se napisati

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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[ du | X _
E—BYV - fov+ P, h =0, (8)

&+ pyu|+ four &, =0, (©)

[%} H(ﬁx +6_yvy) =0. (10)

Ponavljajéi proceduru iz kontinualnog slaja, zanemaruji ¢lanove u uglastim zagradama, za

geostrofski vetar na A mrezi se dobija

Uga = uz—gﬁy, (11)
fo

Vga = v:fgﬁx. (12)
0

ZADATAK 5.17.

Diskretizacijom samoclanova podeSavanja dvodimenzionalnog linearizovaisgsiema
jedn&ina za plitku vodu u beta ravni bez osnovne stwfgezdivergentnom staju, a upotrebom
centralnih kolénika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja, izvesti komgnte geostrofskog

vetra na B mrezi.

Resenjg¢Gavrilov, 1985):
Upotrebom centralnog keliika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja (videti za#dat

5.3), sistem (1)-(3) iz zadatka 5.16 na B mreZi engZ napisati

[du ) —
E—Byv - fv+ P N =0,

(1)

(2)

%+Byu + fou+ gﬁ% =0,

®3)

(s <o
ot

Ponavljajéi proceduru iz kontinualnog siaja (videti zadatak 5.16), zanemafij&lanove u

uglastim zagradama, za geostrofski vetar na B nsedobija

Ugg = U= —%WX, 4)
0

Vg =v=-25,0. 5)
0
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ZADATAK 5.18.

Diskretizacijom samoclanova podeSavanja dvodimenzionalnog linearizovasa@iema

jedn&ina za plitku vodu u beta ravni bez osnovne stwfeezdivergentnom staju, a upotrebom
centralnih kolknika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja, izvesti komgnte geostrofskog

vetra na C mrezi.

ReSenjéGavrilov, 1985):
Upotrebom centralnog keélnika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja (videti za#dat
5.3), sistem (1)-(3) iz zadatka 5.16 na C mrezieng& napisati

%‘BWXV - v+ &, h=0, (1)

)

%wyﬁxy + 0¥+ P, h=0,

[%} +H(8,u+3,v)=0. 3)

Ponavljaju¢i proceduru iz kontinualnog siaja (videti zadatak 5.16), zanemagfij&lanove u

uglastim zagradama, za geostrofski vetar na C nseedobija

Uy =T = -f—isyh. @
Voo =V =28, (5)
0

ZADATAK 5.19.

Diskretizacijom samoclanova podeSavanja dvodimenzionalnog linearizovas@iema

jedn&ina za plitku vodu u beta ravni bez osnovne stwfeezdivergentnom staju, a upotrebom
centralnih kolknika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja, izvesti komgnte geostrofskog

vetra na D mrezi.

ReSenjéGavrilov, 1985):
Upotrebom centralnog kelnika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja (videti za#dat

5.3), sistem (1)-(3) iz zadatka 5.16 na D mrezi en®Z napisati

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢
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%‘BWXV - v+ &, 1Y =0, (1)
_@+B UXV_+fUXV+g?3 =0 )
a Y 0 yo©oo

2| s =o. ©

Ponavljajéi proceduru iz kontinualnog siaja (videti zadatak 5.16), zanemadij&lanove u
uglastim zagradama, za geostrofski vetar na D nseediobija

Upp =Y =—25,h", @)

h (5)

ZADATAK 5.20.

Diskretizacijom samoclanova podeSavanja dvodimenzionalnog linearizovaisgsiema
jedn&ina za plitku vodu u beta ravni bez osnovne stwfeezdivergentnom staju, a upotrebom
centralnih kolénika kon&nih razlika, izvesti komponente geostrofskog vetieE mrezi.

Resenjg¢Gavrilov, 1985):

Upotrebom centralnog keéiika kon&nih razlika (videti zadatak 5.3), sistem (1)-(3) iz
zadatka 5.16 na E mrezi moze se napisati

o _
E—BW = fov+ P, h=0, (1)
o, }
E+[3yu + fou+ P, h=0, (2)
oh
[E} H(8,u+3,v)=0. A3)

Ponavljajéi proceduru iz kontinualnog siaja (videti zadatak 5.16), zanemadij&lanove u
uglastim zagradama, za geostrofski vetar na E nseedobija

0
V;EEv:fgéxh. (5)
0
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ZADATAK 5.21.

Polazei od dvodimenzionalnog linearizovanog kvazi-gedskog sistema jedima za
plitku vodu u beta ravni bez osnovne struje, foatnijedn&inu vrtloznosti u divergentnom siaju
upotrebom centralnih kdlnika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja na A mrezi.

ReSenjéGavrilov, 1985; Gavrilov i Tog| 1998a):

Dvodimenzionalni linearizovani kvazi-geostrofsksteim jedn&na za plitku vodu u beta
ravni moze se napisati

ou oh

a—tg-Byvg-fov+ 9&=0, 1)

ov oh

a—f+Byug+fOU+96—y=0, 2
(2, g o
ot ox oy

gde suu, i v, komponente geostrofskog vetra (videti zadatak )5.B8imenjujéi standardnu

proceduru, diferenciranjem (1) i (2) ga x, redom, oduzimanjem prve od druge od tako dolijeni
jedn&ina, upotrebom definicija za geostrofski vetar drj&ine (3), nakon skvanja za kvazi-
geostrofsku jedr@nu vrtloZznosti u divergentnom slaju se dobija

0 f2
|- — =0, 4
at( gHj B (4)
gde je
0 0
M=—_+_-_ 5
x> oay? ®)

Upotrebom centralnih kalhika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja (videti za#da’b.3),
sistem (1)-(3) na A mrezi moze se napisati

au —x
——By = fov+ o, h =0, (6)
oV, -
g oat four @ 0 =0, 7
oh
E+H(6u +3,v') =0, ®)
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Ponavljajii analogni postupak kao u analkom slwaju, odnosno, primenom na (6) i (7) operatora
y
-3,(6)", 9)
X
5(7) (10)
i upotrebom definicija za geostrofski vetar (videddatak 5.16), dobija se
0 d? fo(=x =
= 2 (5o +3,0") +B(5 R+ S-S j o (Bu*+5,") =0. (11)
Zamenom divergentnaiana iz (8) u (11) za kvazi-geostrofsku jetina vrtloznosti se dobija
9 (5, x—w)_ fg oh ay A% 5—x] _
E(Bxxh +5,0") ot [3(5 R+ S8 j - 0. (12)

ZADATAK 5.22.

Polazei od dvodimenzionalnog linearizovanog kvazi-gedskog sistema jedima za
plitku vodu u beta ravni bez osnovne struje, foatnijedn&inu vrtloznosti u divergentnom siaju
upotrebom centralnih kdlnika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja na B mreZi.

ReSenjdGavrilov, 1985; Gavrilov i Tog| 1998a):
Upotrebom centralnih kalnika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja (videti za#at
5.3), sistem (1)-(3) iz zadatka 5.21 na B mrezi en®Z napisati

ou, _
o~ BYie — fov+ By =0, (1)
oV, _
B 1 Bylyg + fou+ Py h =0 2
ot 0 @y ’ ( )
oh
E+H(6u +8,7') =0, @3)
Ponavljajuéi analogni postupak kao u analkom slitaju, odnosno, primenom na (1) i (2) operatora
X
-3, (4)
y
5(2)" (5)

I upotrebom definicija za geostrofski vetar (videddatak 5.17), dobija se

0(——y ——xx Xyy d? f2 Ty =—x) _
(80" +3,h j+[3(5 h 6nyhj : 10 (50’ +5,v) =0. (6)
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Zamenom divergentnatiana iz (3) u (6) za kvazi-geostrofsku jedima vrtloZnosti se dobija

9 fg oh B(—xyy d2

—Vyy T XX X
E(éxxh +6yyh )_Q_HE 6xh _T6nyhj

0. (7)

ZADATAK 5.23.

Polazéi od dvodimenzionalnog linearizovanog kvazi-gedskog sistema jedima za
plitku vodu u beta ravni bez osnovne struje, foatniedn&inu vrtloznosti u divergentnom slaju
upotrebom centralnih kdlnika kongnih razlika i operatora osrednjavanja na C mrezi.

ResSenjg¢Gavrilov, 1985):

Upotrebom centralnih kalnika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja (videti za#dat
5.3), sistem (1)-(3) iz zadatka 5.21 na C mreZierg& napisati

*

ou

98 Bye - 7+ B h=0, ®
OVye . y
P +Byuye + foUu™ + Py h=0, 2)
oh
s H(8,u+3,v)=0. 3)
Ponavljajii analogni postupak kao u analkom slwaju, odnosno, primenom na (1) i (2) operatora
-3,(1), (4)
84(2), (5)
i upotrebom definicija za geostrofski vetar (videddatak 5.18), dobija se
0 e fly=—xy =
- (8.h+3,,n) +B3 1 +Eo(a'>xuxy +5,v7) =0. )

Primenom operatora osrednjavanja prekoi y pravca na (3) i zamenom tako dobijenog
divergentnoglana u (6) za kvazi-geostrofsku jedima vrtloZnosti se dobija

0 fg oh™

a(e'>xxh+e'>yyh)—gH p +p3h™ =0. )
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ZADATAK 5.24.

Polazéi od dvodimenzionalnog linearizovanog kvazi-gedskog sistema jedima za
plitku vodu u beta ravni bez osnovne struje, foatnijedn&inu vrtloznosti u divergentnom siaju
upotrebom centralnih kdlnika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja na D mreZi.

ReSenjéGavrilov, 1985):

Upotrebom centralnih kalnika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja (videti za#dat
5.3), sistem (1)-(3) iz zadatka 5.21 na D mrezi en®Z napisati

ou, \ _
o BV — VY + B, FY =0, (1)
aV;D * =Xy XY
5 +Byugp + U™ + Py ™~ =0, (2)
oh —Xy =
B 5,07 =0. 3)
Ponavljajéi analogni postupak kao u analkom slitaju, odnosno, primenom na (1) i (2) operatora
-5,(1), (4)
5x(2) (5)
I upotrebom definicija za geostrofski vetar (videadatak 5.19), dobija se
0 T XY = oXY = XXYYY f 2 = XY T XY
E(Bxxh +8,0”) +p3, h +EO(5XU +5,v7) =0. ©6)
Zamenom divergentnatiana iz (3) u (6) za kvazi-geostrofsku jedima vrtloznosti se dobija
0 ~ 7Y x YY) f02 oh = XXYYY
E(Bxxh +5,0) o BB =0, )

ZADATAK 5.25.

Polazéi od dvodimenzionalnog linearizovanog kvazi-gedskog sistema jedima za
plitku vodu u beta ravni bez osnovne struje, foathiredn&inu vrtloznosti u divergentnom slaju
upotrebom centralnih kdlnika kong&nih razlika i operatora osrednjavanja na E mrezi.

ResSenjg¢Gavrilov, 1985):

Upotrebom centralnih kalnika kon&nih razlika (videti zadatak 5.3), sistem (1)-(3) iz
zadatka 5.21 na E mrezi moze se napisati

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢



Zbirka reSenih zadataka iz Modeliranja atmosfere | 105

ou, \
o ~BYVee ~ fov+ Bch=0, (1)
OVge \
ot +ByugE + fOU+ Qﬁyh: 0, (2)
oh
s H(8,u+3,v)=0. 3)
Ponavljajii analogni postupak kao u analkom slwaju, odnosno, primenom na (1) i (2) operatora
-3,(1), (4)
84(2), (5)
i upotrebom definicija za geostrofski vetar (videddatak 5.20), dobija se
0 s B foz —
E(6XXh+6yyh) +B5 h +E(6Xu+6yv) =0. (6)

Zamenom divergentnatiana iz (3) u (6) za kvazi-geostrofsku jedima vrtloZnosti se dobija

d f2oh ——y
—(5,.,h+3,.h|-—2"—+B5.h’ =0. 7
gy (Bh 3] =0 2E+BO ™

ZADATAK 5.26.

Polazéi od dvodimenzionalnog linearizovanog kvazi-gedskog sistema jedima za
plitku vodu u beta ravni bez osnovne struje, foathijedn&inu vrtloZnosti u bezdivergentnom
slitaju upotrebom centralnih koéhika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja na A, B, G,BD
mrezama.

ReSenjéGavrilov, 1985):

Dvodimenzionalni linearizovani kvazi-geostrofsksteim jedn&na za plitku vodu u beta
ravni u bezdivergentnom siaju moze se napisati

ou oh

a_tg_Bng_ fov+ 9&20, 1)

ov oh

5 TR T fout Oay =0 (2)
oh
=0, 3
ot ®)
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Primenjuj&i standardnu proceduru, diferenciranjem (1) i @yp X, redom, oduzimanjem prve od
tako dobijenih jedn@ina od druge jedrigne, upotrebom jedime (3) i nakon sidvanja za kvazi-
geostrofsku jedr@nu vrtloZznosti u bezdivergentnom &aju se dobija

%(Dzh)ﬂ%:o. ()

Uporeaiujuci (4) i (4) iz zadatka 5.21 dava se délan a/at(foz/gH)h sada ne postoji. Posto ovaj,

tzv. divergentni¢lan potte od pretpostavke da je divergencija ratdi od nule,¢ini se da je
najjednostavnije dobiti kvazi-geostrofsku jedima vrtloznosti u bezdivergentnom &hju
izostavljanjem divergentnafiana iz kvazi-geostrofske jedfiae vrtloznosti divergentnog slaja.
Analogno, kao i u analitkom sliaju, izostavljanjem divergentnagana iz diskretizovanih
kvazi-geostrofskih jedria vrtloznosti divergentnog slaja trazene jeddae vrtloZznosti mogu se
dobiti za:
e A mrezu iz (12) u zadataku 5.21

0 (G +5,”) +B B + 5 | =0, 5
E XX vy B X 7 xyyh -V ()

* B mrezuiz (7) u zadataku 5.22

i(mw +m}xx} +B(ﬁxyy_d_2mxj _o: ©)
ot 4
e Cmrezuiz (7) u zadataku 5.23

2 (Boh+5,1) 6,1 =0; @
* D mrezuiz (7) u zadataku 5.24
 E mrezu iz (7) u zadataku 5.25

%(@xh +8,h)+B8 A’ =0. (©)
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ZADATAK 5.27.

Polazéi od dvodimenzionalne diskretizovane kvazi-geoskefjednaine vrtloznosti na A
mreZzi, izr&unati frekvenciju Rosbijevih (Rossby) talasa u dijemtnom sltaju i uporediti dobijeni
rezultat sa analitkim slucajem.

ReSenjdGavrilov i ToS¢, 1998a; 1999):

Dvodimenzionalna kvazi-geostrofska jedima vrtloznosti ima oblik (videti zadatak 5.21)

0 f2 oh
— - lh+B—=0. 1
6t( gHj B ox @)

Zamenom u (1) reSenja u talasnom obliku

h= ﬁei(kx+ ly-vt) , (2)
za frekvenciju Rosbijevih talasa u divergentnonéau se dobija
V= _LZ . (3)
K2 +124 f0
gH

Diskretizovana dvodimenzionalna kvazi-geostrofs&dngina vrtloznosti na A mrezi ima
oblik (videti zadatak 5.21)

O (e—xx ——wYy f&oh [=—xy d? x| _
E(éxxh +3,,h j_g_OHEJ'B(BXh + o’ =0, )
Zamenom u (4) reSenja u talasnom obliku
he ﬁei(kid+ljd —v*t) 5)
za frekvenciju Rosbijevih talasa u divergentnonéau na A mrezi se dobija
sinkd codd
* B d 6
vV =-— :
sin kd + sirf Id | 5’ ©)
d? gH

Za upordivanje frekvencija Rosbijevih talasa u diskretnoranalitctkom slwaju posmatrée se
vrednosti relativnih frekvencija,v*/v. Ove vrednosti su za A mrezu prikazane na Sliciu27

gornjem desnom kvadrantu oblasti dozvoljenih talagmojeva upotrebom MATLAB programa.
Rezultati su dobijeni zaf, =10%s™*, g=981ms?, d=50x1¢m i H=10*m. Uotavaju se

oblasti u kojima mreZa ubrzava, usporava i ne miergee Rosbijevih talasa.
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1.0
/100 ) 10

0 10
0 010203040506 07 080910
kd /Tt

Slika 27 Relativne frekvencijev*/v, na A mrezi.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i grafiko predstavljanje relativnih
frekvencija dat je u Listingu 15.

% RELFR2A.M 22:35 4/9/98
% Izracunavanje relativnih frekvencija Rossby-jev ih talasa
% na A mrezi u dve dimenzije kada je lambda/d=2.0
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
% Gavrilov & Tosic, 1999:
% Dispersion Characteristic of Discrete Quasi -Geostrophic Modes
% Mon. Wea. Rev., Vol. 127, 2197-2203.
%
clear all; clc; close all;

f0 = 10°(-4); g = 9.81; H = 10"4; d = 50*10"3; q = f0"2/(g*H);
%generisanje pravougaone oblasti
a=0.01; b =1; korak = 0.03; x = a:korak:b; y = a:korak:b;

[k,I] = meshgrid(pi*x/d,pi*y/d);
%visine na kojima se crtaju konture

V=[100101.5.1.010-.01-1-5-1-10-10 0l;
%frekvencije na A mrezi

A = -(sin(k*d) .* cos(I*d)/d) ./ ...

((sin(k*d).~2 + sin(I*d).~2)/d"2+q) ./ (d"2*sq rt(k.A2+1.72));

%frekvencije u analitickom slucaju

ANAL = -k./(k.A2+1.22+q)./(d"2*sqrt(k.~2+].12));
%relativne frekvencije

relfrA = A./JANAL;
%crtanje relativnih frekvencija na A mrezi

figure(1);

CA = contour(x,y,relfrA,V); clabel(CA); title('A/ ANALY;
axis(‘'square"); axis([0 b 0 b]); brojose = gca;

tikovi = 0:0.1:b; set(brojose, 'Xtick',tikovi, 'Y tick',tikovi);

xlabel('’kd/pi"); ylabel('ld/pi");

Listing 15. Izr&unavanje relativnih frekvencija na A mrezi za dilafprikaz na Slici 27.
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ZADATAK 5.28.

Polazeéi od dvodimenzionalne diskretizovane kvazi-geoskefjednaéine vrtloznosti na B
mrezi, izr&unati frekvenciju Rosbijevih talasa u divergentnsiogaju i uporediti dobijeni rezultat
sa analitkim slucajem.

ReSenjdGavrilov i ToS¢, 1998a; 1999):

Diskretizovana dvodimenzionalna kvazi-geostrofskdngina vrtloznosti na B mrezi ima
oblik (videti zadatak 5.22)

) vy xwy _ fEoh  [=moy d?—x
E(Bxxh +8,1%) —Ew(éxh O

o 0. 1)

yy

Zamenom u (1) reSenja u talasnom obliku za frekyemosbijevih talasa u divergentnom &hju
na B mrezi se dobija

sinkd
B
v'=- d ;- @
2(1—coskd codd )+ g
d? gH

Za upordivanje frekvencija Rosbijevih talasa u diskretnoranalitckom slwaju posmatrée se
vrednosti relativnih frekvencija,v*/v. Ove vrednosti su za B mrezu prikazane na Sliciu28

gornjem desnom kvadrantu oblasti dozvoljenih talagmojeva upotrebom MATLAB programa.
Rezultati su dobijeni z&, =10%s*, g=9.81ms?,d =50x 10 m i H =10*m. Uoava se samo

oblast u kojoj frekvencije Rosbijevih talasa opadsa porastom talasnih brojeva.

1.0

0.9f
0.8
0.7F.
0.6
ld g5l
Tt
0.4}
0.3f
0.2f

0.1

O L L L L L L L L L
0 010203040506 070809 10
kd /Tt

Slika 28 Relativne frekvencijev*/v, na B mrezi.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i grafiko predstavljanje relativnih
frekvencija dat je u Listingu 16.
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% RELFR2B.M 9:44 5/9/98
% Izracunavanje relativnih frekvencija Rossby-jev ih talasa
% na B mrezi u dve dimenzije kada je lambda/d=2.0
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
% Gavrilov & Tosic, 1999:
% Dispersion Characteristic of Discrete Quasi -Geostrophic Modes
% Mon. Wea. Rev., Vol. 127, 2197-2203.
%
clear all; clc; close all;

f0 = 107(-4); g = 9.81; H = 10"4; d = 50*10"3; q = fO"2/(g*H);
%generisanje pravougaone oblasti
a=0.01; b =1; korak = 0.03; x = a:korak:b; y = a:korak:b;

[k,I] = meshgrid(pi*x/d,pi*y/d);
%visine na kojima se crtaju konture

V=[1001053151.8.5.1.010-.01-.1-5 -.8-1J;
%frekvencije na B mrezi

B = -(sin(k*d)/d) ./ ...

(2*(1-cos(k*d).*cos(I*d))/d"2 + q)./(d"2*sqr t(k."2+1.72));

%frekvencije u analitickom slucaju

ANAL = -k./(k.A2+1.22+q)./(d"2*sqrt(k.~2+].12));
%relativne frekvencije

relfrB = B./ANAL;
%crtanje relativnih frekvencija

figure(1); CB = contour(x,y,relfrB,V); clabel(CB ); title('B/ANALY;
axis(‘'square"); axis([0 b 0 b]); brojose = gca;
tikovi = 0:0.1:b; set(brojose, 'Xtick',tikovi, 'Y tick',tikovi);

xlabel('kd/pi"); ylabel('ld/pi);

Listing 16. I1zr&unavanje relativnih frekvencija na B mrezi za dtkfprikaz na Slici 28.

ZADATAK 5.29.

Polazeéi od dvodimenzionalne diskretizovane kvazi-geoskefjednaéine vrtloznosti na C
mrezi, izr&unati frekvenciju Rosbijevih talasa u divergentnsiogaju i uporediti dobijeni rezultat
sa analitkim slucajem.

ReSenjdGavrilov i ToS¢, 1998a; 1999):

Diskretizovana dvodimenzionalna kvazi-geostrofskdngina vrtloznosti na C mrezi ima
oblik (videti zadatak 5.23)

0

9 17 o
ot

gH

(8, +3,4h) - +p3,h =0. (1)

Zamenom u (1) reSenja u talasnom obliku za frekyemosbijevih talasa u divergentnom &hju
na C mrezi se dobija

8 sinkd cog (d 2)

Vvi=- d )

— , 2 '
45in° (kd /22;2 sirf (d /2)+g];‘|3_|cos¢<d /2)cosld 2)

Za upordivanje frekvencija Rosbijevih talasa u diskretnoranalitctkom sliaju posmatrée se
vrednosti relativnih frekvencijay’/v. Ove vrednosti su za C mrezu prikazane na Sliciu29

gornjem desnom kvadrantu oblasti dozvoljenih talagmojeva upotrebom MATLAB programa.
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Rezultati su dobijeni z&, =10%s*, g=9.81ms?,d =50x 10 m i H =10*m. Uotava se samo
oblast u kojoj frekvencije Rosbijevih talasa opadsa porastom talasnih brojeva.

1.0

0.9
0.8
0.7
0.6

g5
TT
0.4
0.3
0.2

0.1

0
0 010203040506070809 10
kd /Tt

Slika 29 Relativne frekvencijev*/v, na C mrezi.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i grafiko predstavljanje relativnih
frekvencija dat je u Listingu 17.

% RELFR2C.M 9:50 5/9/98
% Izracunavanje relativnih frekvencija Rossby-jev ih talasa
% na C mrezi u dve dimenzije kada je lambda/d=2.0
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
% Gavrilov & Tosic, 1999:
% Dispersion Characteristic of Discrete Quasi -Geostrophic Modes
% Mon. Wea. Rev., Vol. 127, 2197-2203.
%
clear all; clc; close all;

f0 = 107(-4); g = 9.81; H = 10"4; d = 50*10"3; q = fOn2/(g*H);
%generisanje pravougaone oblasti
a=0.01; b =1; korak = 0.03; x = a:korak:b; y = a:korak:b;

[k,I] = meshgrid(pi*x/d,pi*y/d);
%visine na kojima se crtaju konture
V=[100101.9.8.5.1.010-.01-1-5-.8 -.9-1-10 -100];
%frekvencije na C mrezi
C1 = -(sin(k*d) .* cos(I*d/2).”2 / d);
C==C1...
(4*(sin(k*d/2).~2+sin(I*d/2).~2)/d"2+qg*cos(k*d/2) *cos(I*d/2))./ ...
(dr2*sgrt(k.A2+1.42));
%frekvencije u analitickom slucaju
ANAL = -k./(k.A2+1.22+q)./(d"2*sqrt(k.~2+].12));
%relativne frekvencije
relfrC = C./ANAL;
% crtanje relativnih frekvencija

figure(1);

CC = contour(x,y,relfrC,V); clabel(CC); title('C/ ANAL";
axis(‘'square"); axis([0 b 0 b]); brojose = gca;

tikovi = 0:0.1:b; set(brojose, 'Xtick',tikovi, 'Y tick',tikovi);

xlabel('’kd/pi"); ylabel('ld/pi");

Listing 17. Izr&unavanje relativnih frekvencija na C mrezi za gkafprikaz na Slici 29.
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ZADATAK 5.30.

Polazeéi od dvodimenzionalne diskretizovane kvazi-geoskefjednaine vrtloZnosti na D
mrezi, izr&unati frekvenciju Rosbijevih talasa u divergentnsiogaju i uporediti dobijeni rezultat
sa analitkim slucajem.

ReSenjdGavrilov i ToS¢, 1998a; 1999):

Diskretizovana dvodimenzionalna kvazi-geostrofskdngina vrtloznosti na D mrezi ima
oblik (videti zadatak 5.24)

O (= =) _ f&oh  ——wyy_
E(éxxh +5,0) o BB =0, L

Zamenom u (1) reSenja u talasnom obliku za frekyemosbijevih talasa u divergentnom &hju
na D mrezi se dobija

) Blcos@d /2)+ 3cosid Q}S'”kd Cﬁq‘d 2)
v =- : 2
2sinkd sin(kd /2)cos(d 2 } coskd 2 )sind sidd 2 QLOZ @)
d? gH

Za upordivanje frekvencija Rosbijevih talasa u diskretnoranalittkom sliaju posmatrée se
vrednosti relativnih frekvencijay’/v. Ove vrednosti su za D mrezu prikazane na Sliciu30

gornjem desnom kvadrantu oblasti dozvoljenih talagmojeva upotrebom MATLAB programa.
Rezultati su dobijeni z&, =10*s™, g=9.81ms?,d =50x1¢ m i H =10*m. Uctava se oblast
u kojoj frekvencije Rosbijevih talasa opadaju seaptom talasnih brojeva i linije duz kojih postoje
stacionarna reSenja.

Lo~

0
0 0102 0304050607 0809 10
kd /Tt

Slika 30 Relativne frekvencijev*/v, na D mrezi.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i grafiko predstavljanje relativnih
frekvencija dat je u Listingu 18.
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% RELFR2D.M 17:02 15/5/98
% Izracunavanje relativnih frekvencija Rossby-jev ih talasa
% na D mrezi u dve dimenzije kada je lambda/d=2.0
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
% Gavrilov & Tosic, 1999:
% Dispersion Characteristic of Discrete Quasi -Geostrophic Modes
% Mon. Wea. Rev., Vol. 127, 2197-2203.
%
clear all; clc; close all;

f0 = 107(-4); g = 9.81; H = 10"4; d = 50*10"3; q = fO"2/(g*H);
%generisanje pravougaone oblasti
a=0.01; b =1; korak = 0.03; x = a:korak:b; y = a:korak:b;

[k,I] = meshgrid(pi*x/d,pi*y/d);
%visine na kojima se crtaju konture

=[100101.9.8.5.1.010-.01-1-5-.8 -.9-1-10 -100];
%frekvencije na D mrezi
Di1= (sm(k*d) *cos(k*d/2).*(cos(3**d/2) + 3*cos( 1*d/2)) I (4*d));
D= D1.
(2*(S|n(k*d/2).*S|n(k*d).*cos(l*d/2)+cos(k*d/2).*S| n(l*d).*sin(I*d/2))

[ d"2 + q)./(d"2*sqrt(k.~2+1.12));
%frekvencije u analitickom slucaju
ANAL = -k./(k.A2+1.22+q)./(d"2*sqrt(k.~2+].12));
%relativne frekvencije
relfrD = D./ANAL;
%crtanje relativnih frekvencija

figure(1);

CD = contour(x,y,relfrD,V); clabel(CD); title('D/ ANALY;
axis(‘'square"); axis([0 b 0 b]); brojose = gca;

tikovi = 0:0.1:b; set(brojose, 'Xtick',tikovi, 'Y tick',tikovi);

xlabel('’kd/pi"); ylabel('ld/pi");

Listing 18. Izr&unavanje relativnih frekvencija na D mrezi za gtfprikaz na Slici 30.

ZADATAK 5.31.

Polazeéi od dvodimenzionalne diskretizovane kvazi-geoskefjednaine vrtloznosti na E
mrezi, izr&unati frekvenciju Rosbijevih talasa u divergentnsiogaju i uporediti dobijeni rezultat
sa analitkim slucajem.

ReSenjdGavrilov i ToSE, 1998a; 1999):

Diskretizovana dvodimenzionalna kvazi-geostrofs&dngina vrtloznosti na E mrezi ima
oblik (videti zadatak 5.25)

2 oh

%(@Xmawh) B h = (1)

Zamenom u (1) reSenja u talasnom obliku za frekyemosbijevih talasa u divergentnom &hju
na E mrezi se dobija

ﬁsin(kd /ﬁ)cosﬂd N2)

v , sin’ (kd /J§)+sm2 (d ~W2), 5 @

d? gH

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢



114 Horizontalno numeéko diferenciranje

Za upordivanje frekvencija Rosbijevih talasa u diskretnoranalitctkom sliaju posmatrée se
vrednosti relativnih frekvencija,v*/v. Ove vrednosti su za E mrezu prikazane na Sliciu3l

gornjem desnom kvadrantu oblasti dozvoljenih talagmojeva upotrebom MATLAB programa.
Rezultati su dobijeni z&,=10"s™", g=9.81ms?,d =50x 1 m i H=10*m. U ovom sliaju
je situacija zanimljiva. Pored oblasti u kojimaibez Rosbijevih talasa menja intezitet u odnosu na

analiticki slucaj, postoji i oblast u kojoj se Rosbijevi talasiogtiru u suprotnom smeru od
analitickog (oblast sa negativnim vrednostima).

14
1.2

10 r

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14
kd/ m

Slika 31 Relativne frekvencijev*/v, na E mrezi.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i grafiko predstavljanje relativnih
frekvencija dat je u Listingu 19.
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% RELFR2E.M 17:02 15/5/98
% Izracunavanje relativnih frekvencija Rossby-jev ih talasa
% na E mrezi u dve dimenzije kada je lambda/d=2.0
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
% Gavrilov & Tosic, 1999:
% Dispersion Characteristic of Discrete Quasi -Geostrophic Modes
% Mon. Wea. Rev., Vol. 127, 2197-2203.
%
clear all; clc; close all;

f0 = 107(-4); g = 9.81; H = 10"4; d = 50*10"3; q = fOn2/(g*H);
%generisanje pravougaone oblasti
a=0.01; b=1; korak=0.03; r = sqrt(2); x = a:korak 'r; y = atkorak:r;

[k,I] = meshgrid(pi*x/d,pi*y/d);
%visine na kojima se crtaju konture

V=[10010531515.10-1-5-1-1.5-3 -5-10 -100};
%frekvencije na E mrezi

E = -r*(sin(k*d/r).*cos(I*d/r)/d)./ ...

(2* (sin(k*d/r).~2 + sin(I*d/r).~2)/d"2+q)./(d" 2*sqrt(k.~2+1.72));

%frekvencije u analitickom slucaju

ANAL = -k./(k.A2+1.22+q)./(d"2*sqrt(k.~2+].12));
%relativne frekvencije

relfrE = E./ANAL;
%crtanje relativnih frekvencija

figure(1);

CE = contour(x,y,relfrE,V); clabel(CE); title('E/ ANALY;
axis(‘'square"); axis([O r O r]); brojose = gca;

tikovi = 0:0.2:r; set(brojose, 'Xtick',tikovi, 'Y tick',tikovi);

xlabel('’kd/pi"); ylabel('ld/pi");

Listing 19. I1zr&unavanije relativnih frekvencija na E mrezi za giafprikaz na Slici 31.

ZADATAK 5.32.

Polazeéi od dvodimenzionalnih diskretizovanih kvazi-geofdkih jednaina vrtloznosti na
Arakavinim mrezama, iztanati frekvenciju Rosbijevih talasa na svim mrezana
bezdivergentnom staju i uporediti dobijeni rezultat sa divergentnilucgjem.

ReSenjdGavrilov i ToS¢, 1998):

Primenjuj&i standardnu proceduru, opisanu u zadatku 5.26&yvaai-geostrofsku jedieu
vrtloznosti u bezdivergentnom ghju se dobija

0 (-2 oh
—(O0°h)+B—=0. 1
ot ()85 @
Nakon zamene u (1) reSenja u talasnom obliku (i2az zadatku 5.27) za frekvenciju Rosbijevih

talasa u bezdivergentnom &ju se dobija

Bk
V=———. 2
2112 2)
Zamenjuj¢i talasno reSenje (izraz (5) u zadatku 5.27) u g&dama vrtloznosti (5)-(9) u
zadataku 5.26 za frekvencije Rosbijevih talasa rekd&vinim mreZzama se dobija, redom
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sinkd codd
[37

. _ d
Vpy =— , 3
A7 sin?kd+ sirf Id ®)

d2

sinkd
B

* o _ d
VB - _ ) (4)
2(1 coskd cosd)

d2

5 sinkd co$(ld )

f d
Ve , Sin’(kd /2) + sir?(1d /2) ©)

d2

B[COi3|d 12) + 3cofld /2)] sinkd Coékd R)

Vo =" Sinka sir{kd 12) cofid 2)+ cdskd 3 sid Sid 3 ©)
d2
ﬁsin(kd IN2) cofld W2)
x d
Ve Zsinz(kd IN2)+sir(1d W2) )
d2

U izrazima (3)-(7) utava se izostanak divergentnéigna u poréenju sa analognim izrazima
za divergentni skigj (videti zadatke 5.27-5.31).

ZADATAK 5.33.

Polazéi od kvazi-geostrofskih jeddana vrtloznosti u divergentnom slaju zadatih samo duz
zonalnog pravcaxfosa):

a) izvesti izraze za frekvenciju Rosbijevih talasanalittkom slw&aju i na A mrezi;

b) napisati réaunarski program za izéanavanje bezdimenzionalne fazne erinde, u
funkciji bezdimenzionalnih talasnih brojevied/n, u analittkom i diskretnom skaju;

c) grafieki ifili tabelarno prikazati dobijene rezultate kage f, =10s™, d =25x10 m i
H=10"m

ResSenje:

Posmatrajti u dvodimenzionalnoj kvazi-geostrofskoj jedima vrtloZnosti u analittkom
slwéaju (videti zadatak 5.21) samo zonalni pravac, geliimenzionalna jeddena ima oblik

2 2
a(a fojhﬂs@:o. 1)
atlox* gH 0x
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Zamenom u (1) reSenja u talasnom obliku
h = ﬁei(kX—Vt) ’ (2)
za frekvenciju Rosbijevih talasa samo u zonalnoavgu se dobija

_ Bk
k2+LOZ
gH

V=-

3)

Posmatrajti u dvodimenzionalnoj kvazi-geostrofskoj jedma vrtloznosti na A mrezi (videti
zadatak 5.21) samo zonalni pravac, jednodimenzianadndina ima oblik

a <= XX foz < 1 X _
3O iy s 0. (4)

Zamenom u (4) reSenja u talasnom obliku

~ i(kid—v*t)

h=he : (5)
za frekvenciju Rosbijevih talasa u divergentnongaju na A mrezi se dobija (Gavrilov, 1985)
sinkd
* B d
v=-ua 6
sinkd , fg' ©)
d? gH

Na Slici 32 prikazane su vrednosti bezdimenzionafagne brzine, c/[3d2, u funkciji
bezdimenzionalnih talasnih brojev&d/n, na A mrezi i u analitkom sl&aju upotrebom

MATLAB programa. Ugava se da A mreZa ubrzava Rosbijeve talase.
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Slika 32 Fazne brzine(;/Bd2 , u funkciji bezdimenzionalnih talasnih brojeval/n,
u analittkom sli&aju i na A mrezi.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i gratiko predstavljanje bezdimenzionalnih
faznih brzina dat je u Listingu 20.
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% ABRZINA.M 10:01 5/9/98
% Izracunavanje fazne brzine Rossby-jevih talasa
% na A mreziiu anal. slucaju u jednoj dimenziji
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
% M. B. Gavrilov, 1985: Frequency of quasi-geostr ophic modes
% over grid points and definition of geostrophic wind
% Idojaras, 89, 77-85.
%
clear all; close all;
f0 = 10°(-4); g = 9.81; H = 10"4; d = 25*10"4; q = fO"2/(g*H);
r =sqgrt(2); a = 0.25; b = 0.95; korak = 0.01;
% generisanje x-ose
x = a:korak:b; k = pi*x/d;
%fazne brzine na A mrezi
A = (-(sin(k*d)/d)./(sin(k*d).”~2/d"2 + q))./(k*d" 2);
%generisanje x-ose za analiticki slucaj
x1 = a: korak:r; | = pi*x1/d,;
%fazne brzine u analitickom slucaju
ANAL = -L/(1.°2 + q)./(I*d"2);
%crtanje faznih brzina
plot(x,A,x1,ANAL); axis([O r -r 0]); title(A-mre za'); grid

Listing 20. I1zr&unavanje bezdimenzionalnih faznih brzina u arg&iitim sli&aju i na A mrezi.

ZADATAK 5.34.

Polazéi od kvazi-geostrofskih jeddana vrtloznosti u divergentnom slaju zadatih samo duz
zonalnog pravcaxfosa):

a) izvesti izraze za frekvenciju Rosbijevih talasanalittkom slw&aju i na B mrezi;

b) napisati réaunarski program za izéanavanje bezdimenzionalne fazne brzin)éBdZ, u
funkciji bezdimenzionalnih talasnih brojevied/n, u analittkom i diskretnom skaju;

c) graficki i/ili tabelarno prikazati dobijene rezultate kage f,=10"s™, d =25x10 m i
H=1C'm.

ReSenje:

Posmatrajti u dvodimenzionalnoj kvazi-geostrofskoj jedima vrtloznosti na B mrezi (videti
zadatak 5.22) samo zonalni pravac, jednodimenzianalkdnaina ima oblik

a f02 <~ 1 X
3t 5xx‘g—H h+Bs,h =0. 1)

Zamenom talasnog reSenja u (1) za frekvenciju Resghitalasa u divergentnom ghju na B mreZi
se dobija (Gavrilov, 1985)

sinkd
' ° 2)
vV =-— 5 - 2
4Sin (kd /2)+f70
d? gH
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Na Slici 33 prikazane su vrednosti bezdimenzionafagne brzine, c/[3d2, u funkciji
bezdimenzionalnih talasnih brojevkd/n, na B mrezi i u analitkom sl&aju upotrebom

MATLAB programa. Ug@ava se da B mreZa usporava Rosbijeve talase.
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Slika 33 Fazne brzineg:/Bd2 , u funkciji bezdimenzionalnih talasnih brojeval/n,
u analittkom sl&aju i na B, C i D mrezama.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i gratiko predstavljanje bezdimenzionalnih
faznih brzina dat je u Listingu 21.

% BBRZINA.M 10:06 5/9/98
% Izracunavanje fazne brzine Rosshy-jevih talasa
% na B mreziiu anal. slucaju u jednoj dimenziji
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
% M. B. Gavrilov, 1985: Frequency of quasi-geostr ophic modes
% over grid points and definition of geostrophic wind
% Idojaras, 89, 77-85.
%
clear all; close all;
f0 = 107(-4); g = 9.81; H = 10"4; d = 25*10"4; q = f0"2/(g*H);
r =sqrt(2); a = 0.25; b = 0.95; korak = 0.01;
%generisanje x-ose
x = a:korak:b; k = pi*x/d;
%fazne brzine na B mrezi
B = (-(sin(k*d)/d)./(4*sin(k*d/2).~2/d"2 + q))./( k*d"2);
%generisanje x-ose za analiticki slucaj
x1 = a: korak:r; | = pi*x1/d;
%fazne brzine u analitickom slucaju
ANAL = -L/(1.72 + q)./(I*d"2);
%crtanje faznih brzina
plot(x,B,x1,ANAL); axis([0 r -r 0]); title('B-mr eza'); grid

Listing 21. Izr&unavanje bezdimenzionalnih faznih brzina u ard&liim sliaju i na B mrezi.
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ZADATAK 5.35.

Polazéi od kvazi-geostrofskih jeddana vrtloznosti u divergentnom slaju zadatih samo duz
zonalnog pravcaxfosa):

a) izvesti izraze za frekvenciju Rosbijevih talasanalittkom slw&aju i na C mrezi;

b) napisati réaunarski program za izéanavanje bezdimenzionalne fazne brzin)éBdZ, u
funkciji bezdimenzionalnih talasnih brojevied/n, u analittkom i diskretnom skaju;

c) graficki i/ili tabelarno prikazati dobijene rezultate kage f, =10"s™, d = 25x 10 m i
H=1C*m.

ReSenje:

Posmatrajti u dvodimenzionalnoj kvazi-geostrofskoj jedima vrtloznosti na C mrezi (videti
zadatak 5.23) samo zonalni pravac, jednodimenzianaldndina ima oblik

a f02 X > X _
ot B 2 +B8,H =0, L)

Zamenom talasnog reSenja u (1) za frekvenciju R®sghitalasa u divergentnom ghju na C mrezi
se dobija (Gavrilov, 1985)
sinkd
* B d
vio=-— . 2
4sin2(kd 12) | 1f @

2 +g—Hco{kd 12)

Na Slici 33 prikazane su vrednosti bezdimenzionafagne brzine, C/de, u funkciji
bezdimenzionalnih talasnih brojevkd/n, na C mrezi i u analitkom sl&aju upotrebom
MATLAB programa. Ugava se da C mreZa usporava Rosbijeve talase.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i gratiko predstavljanje bezdimenzionalnih
faznih brzina dat je u Listingu 22.
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% CBRZINA.M 10:10 5/9/98
% Izracunavanje fazne brzine Rossby-jevih talasa
% na C mreziiu anal. slucaju u jednoj dimenziji
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
% M. B. Gavrilov, 1985: Frequency of quasi-geostr ophic modes
% over grid points and definition of geostrophic wind
% Idojaras, 89, 77-85.
%
clear all; close all;
f0 = 10°(-4); g = 9.81; H = 10"4; d = 25*10"4; q = fO"2/(g*H);
r =sqgrt(2); a = 0.25; b = 0.95; korak = 0.01;
%generisanje x-ose
x = a:korak:b; k = pi*x/d;
%fazne brzine na C mrezi
C = (-(sin(k*d)/d)./(4*sin(k*d/2).~2/d"2 + g*cos( k*d/2)))./(k*d"2);
%generisanje x-ose za analiticki slucaj
x1 = a: korak:r; | = pi*x1/d;
%fazne brzine u analitickom slucaju
ANAL = -L/(1.°2 + q)./(I*d"2);
%crtanje faznih brzina
plot(x,C,x1,ANAL); title("C-mreza’); axis([O r -r 0)); grid

Listing 22. I1zr&unavanje bezdimenzionalnih faznih brzina u ard&iiim sliaju i na C mrezi.

ZADATAK 5.36.

Polazéi od kvazi-geostrofskih jeddana vrtloznosti u divergentnom slaju zadatih samo duz
zonalnog pravcaxfosa):

a) izvesti izraze za frekvenciju Rosbijevih talasanalittkom slw&aju i na D mrezi;

b) napisati réaunarski program za izéanavanje bezdimenzionalne fazne brzin)éBdZ, u
funkciji bezdimenzionalnih talasnih brojevied/n, u analittkom i diskretnom skaju;

c) graficki i/ili tabelarno prikazati dobijene rezultate kage f,=10"s™, d =25x10 m i
H=1C'm.

ReSenje:
Posmatrajti u dvodimenzionalnoj kvazi-geostrofskoj jedma vrtloznosti na D mrezi (videti
zadatak 5.24) samo zonalni pravac, jednodimenzianalkdnaina ima oblik
6 = X f2 <~ 1 XX
—| 8y ——2 |h+Bdh " =0. 1
at( xx gHj BOx 1)
Zamenom talasnog reSenja u (1) za frekvenciju R®shitalasa u divergentnom ghju na D
mreZi dobija se (Gavrilov, 1985)

8 sinkd cogkd 1)

- d
Vo= —— _ : (2)
,sinkdsir(kd /2) | f¢

d? gH
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Na Slici 33 prikazane su vrednosti bezdimenzionafagne brzine, c/[3d2, u funkciji
bezdimenzionalnih talasnih brojevé&d/n, na D mrezi i u analitkom sl&aju upotrebom
MATLAB programa. Ug@ava se da D mreZa usporava Rosbijeve talase.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i gratiko predstavljanje bezdimenzionalnih
faznih brzina dat je u Listingu 23.

% DBRZINA.M 10:07 5/9/98
% Izracunavanje fazne brzine Rossby-jevih talasa
% na D mreziiu anal. slucaju u jednoj dimenziji
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
% M. B. Gavrilov, 1985: Frequency of quasi-geostr ophic modes
% over grid points and definition of geostrophic wind
% Idojaras, 89, 77-85.
%
clear all; close all;
f0 = 10°(-4); g = 9.81; H = 10"4; d = 25*10"4; q = fO"2/(g*H);
r =sqrt(2); a = 0.25; b = 0.95; korak = 0.01;
%generisanje x-ose
x = a:korak:b; k = pi*x/d;
%fazne brzine na D mrezi
D = (-(sin(k*d).*cos(k*d/2)/d)./ ...
(2*sin(k*d).*sin(k*d/2)/d"2+q))./(k*d"2);
%generisanje x-ose za analiticki slucaj
x1 = a: korak:r; | = pi*x1/d;
%fazne brzine u analitickom slucaju
ANAL = -L/(1.°2 + q)./(I*d"2);
% crtanje faznih brzina
plot(x,D,x1,ANAL); axis([O r -r Q]); title('D-mre za'); grid

Listing 23. I1zr&unavanje bezdimenzionalnih faznih brzina u ard&iitim sliaju i na D mrezi.

ZADATAK 5.37.

Polazéi od kvazi-geostrofskih jeddana vrtloznosti u divergentnom slaju zadatih samo duz
zonalnog pravcaxfosa):

a) izvesti izraze za frekvenciju Rosbijevih talasanalittkom slw&aju i na E mrezi;

b) napisati réaunarski program za izéanavanje bezdimenzionalne fazne brzin)éBdZ, u
funkciji bezdimenzionalnih talasnih brojevied/n, u analittkom i diskretnom skaju;

c) graficki i/ili tabelarno prikazati dobijene rezultate kage f, =10"s™, d = 25x 10 m i
H=10*m.

ReSenje:

Posmatrajti u dvodimenzionalnoj kvazi-geostrofskoj jedma vrtloznosti na E mrezi (videti
zadatak 5.25) samo zonalni pravac, jednodimenzianaidndina ima oblik

0 fl
P 6xx—g—H h+B3d,h=0. 1)
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Zamenom talasnog reSenja u (1) za frekvenciju R@shitalasa u divergentnom ghju na E mrezi
se dobija (Gavrilov, 1985)

o3 sin(kd /+42)

" _ d
Vio=- . (2)
2 >
2sm (kd/ 2)+ f2

d? gH

Na Slici 34 prikazane su vrednosti bezdimenzionafagne brzine, C/de, u funkciji
bezdimenzionalnih talasnih brojev&kd/n, na E mrezi i u analtkom sl&aju upotrebom

MATLAB programa. Ug@ava se da E mreza ubrzava Rosbijeve talase.
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Slika 34 Fazne brzinec/[3d2 , u funkciji bezdimenzionalnih talasnih brojeval/n,
u analittkom slw&aju i na E mrezi.

Primer programa u MATLABuU za iz¢anavanje i gratiko predstavljanje bezdimenzionalnih
faznih brzina dat je u Listingu 24.

% EBRZINA.M 10:09 5/9/98
% Izracunavanje fazne brzine Rossby-jevih talasa
% na E mreziiu anal. slucaju u jednoj dimenziji
% Autori: lvana A. Tosic i Milivoj B. Gavrilov
%
% M. B. Gavrilov, 1985: Frequency of quasi-geostr ophic modes
% over grid points and definition of geostrophic wind
% Idojaras, 89, 77-85.
%
clear all; close all;
f0 = 10°(-4); g = 9.81; H = 10"4; d = 25*10"4; q = fO"2/(g*H);
r =sqgrt(2); a = 0.25; b = 0.95; korak = 0.01;
%generisanje x-ose
x = a:korak:r; | = pi*x/d;
%fazne brzine na E mrezi
E = (-(r*sin(I*d/r)/d)./(2*sin(I*d/r).~2/d"2 + q) )./(Id"2);
%fazne brzine u analitickom slucaju
ANAL = -L/(1."2 + q)./(I*d"2);
%crtanje faznih brzina
plot(x,E,x,ANAL); axis([O r -r Q]); title(E-mrez a"); grid

Listing 24. 1zr&unavanje bezdimenzionalnih faznih brzina u arg&iitim sli&aju i na E mrezi.
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ZADATAK 5.38.

Polazeéi od diskretizovanih kvazi-geostrofskih jedi@a vrtloznosti definisanih samo u
zonalnom pravcu na svim Arakavinim mrezama, izvestize za fazne brzine Rosbijevih talasa u
bezdivergentnom staju.

ReSenje:

Zanemarivanjem divergentnoglana u izrazima za frekvencije Rosbijevih talasa u
divergentnom sltaju u zadacima 5.33-5.37, i deljenjem tako dobijemraza sa talasnim brojem,
k, za fazne brzine Rosbijevih talasa u bezdivergantaliwaju na Arakavinim mrezama se dobija,
redom

. __ B kd

AT KZsinkd’ S
. __ B kd2
800~ 2 tar(kd/2) @
oo B k42

" K sinlkd/V2) ©

Rezultati identini ovim mogu se i kod Mesingera (1979).

ZADATAK 5.39.

Ispitati ponaSanje faznih brzina Rosbijevih talasabezdivergentnom siaju za male
vrednostikd.

ReSenje:

Razvojem u Tejlorov red izraza (1)-(3) iz zadatka85 dobija se

¢ = c{l+%(kd)2—...] (1)
* _ 1 2
Cacp = o[l—ﬁ(kd) +} : )
G = {1+i(kd)2—..], 3)
12

gde jec= —B/ k?, izraz za faznu brzinu jednodimenzionalnih Rosfijgalasa u bezdivegentnom
slucaju u odsustvu osnovne struje.

Analizom (1)-(3) udava se da A i E mreze ubrzavaju, a B, C i D usuaRRosbijeve talase.
Rezultati identini ovim mogu se na kod Mesingera (1979).
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5.4 MREZE BIE | C

ZADATAK 5.40.

Polazéi od sistema jedrina za plitku vodu izrazenog preko potencijala mezi strujne
funkcije, upotrebom centralnih kohika kon&nih razlika i operatora osrednjavanja, odrediti

aproksimaciju Laplasijana potencijala brzine na @#ntako da se dobiju izrazi za relativhe

frekvencije,(v/ f )2, gravitaciono-inercijalnih talasa.

ReSenjdJanjt, 1993):
Linearizovan sistem jedtima za plitku vodu izrazen preko potencijala brzige i strujne

funkcije, U, za gravitaciono-inercijalne talase ima oblik

0

2L=-1x, (1)
%K= fy-gh, @
@:— 2

P HOY. (3)

Smatrajéi da se Laplasijan potencijala brzine, definisamagorirodniji n&in iz pet t&aka

na C mrezi (Slika 10), moze napisati

OEX = 35X + 3 yyX

diskretizacijom ostalildlanova u (1)-(3) i zamenom talasnih reSenja u oblik

CUh=%.0, ﬁei(kid+ljd—v*t)’ @)
za relativne frekvencije se dobija
(V_*jz = cog X CO§I+A—2E(D2) 5)
f 2 T2 g2 VOl
gde je
E(Dé) =4(sin2§+ sinzlz(). (6)

OperatorE(Dé) predstavlja svojstvene vrednosti bezdimenzionafmeksimacije Laplasijanalz

pomnoZen sal®.
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ZADATAK 5.41.

Polazeéi od sistema jedrigna za plitku vodu, upotrebom centralnih Kolka kon&nih

razlika i operatora osrednjavanja, odrediti apnoksiiju Laplasijana potencijala brzine na E mrezi

tako da se dobiju izrazi za relativne frekvenc(}d,f )2, gravitaciono-inercijalnih talasa.

ResSenjgJanjt, 1993):
Smatrajéi da se Laplasijan potencijala brzine, definisamagorirodniji n&in iz pet t&aka

na E mrezi (Slika 10), moze napisati

OEX = 83X + 3 X - Q)

diskretizacijom ostalildlanova u (1)-(3) u zadatku 5.40 i zamenom talasgsienja u obliku

A

(kiﬁdﬂj&d -v*t)

X W.h=%,0,he , 2)

za relativne frekvencije se dobija

v %
(Tj =1+?E(D2E), 3)
gde je
.o X .o Y

E(02)= 2(sm2—+ smz—) . 4
(02) N Ry (4)

OperatorE(DzE) predstavlja svojstvene vrednosti bezdimenzionafmeksimacije Laplasijanal2

pomnoZen sal®.
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ZADATAK 5.42.

Na Slici 35 prikazane su uzorci C i E mreza prekwjise funkcije. Odrediti i gradki

prikazati svojstvene vrednosti Laplasijana strdjmécije u kon&nim razlikama definisanih kao:
a) 02y - na C mrezi:
b) D2y - na E mrezi;

c) 02y - na E mreZi.

v Y, Y
gJ gJ 2 Lc|>J ng d (l)lé
6w
¢ $ W
a & é“s
Y
@y ¥ ¥ (b) o b3 v

Slika 35 Uzorci t&aka: (a) C i (b) E mreza preko strujnih funkcija.

ReSenjgJanjt, 1984):

Polazéi od Helmholtzove jedriane

O%Q+A2 w=0, (1)

I zamenom talasnog resenja u obliku

P = el Ko o) )

za svojstvene vrednosti, ozieme samr, m i n, Laplasijana u kontinualnom skju se dobija
1
N = (Kt + 15,17, 3)
U diskretnom sliaju Helmholtzova jedrii@na se moZe napisati
O?@ +M50 =0, (4)
gde jed? diskretizovani Laplasov operator)\énn diskretne svojstvene vrednosti.

a) Na osnovu Slike 35a diskretizovani Laplasov ager 0%y, na C mreZi je definisan

¢1+¢2+¢3+w4_4w0.

D% =05y = %

(5)
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Zamenom u (5) talasnog reSenja u obliku
e qAJei(kmidHnjd) (6)
koristeti*! dobija se
< 4 ok d o 5 1d) .
02 +—(SIH2L+ smzn—) =0. 7
) 42 > > )V (7)
Uporeiujuéi (4) i (7) za svojstvene vrednosti Laplasijafay na C mreZi se dobija
(8)

N = 4 (sin2w+ sinzln—dj ,
2 2

T2

ili u grafickom obliku kao na Slici 36.

ol —

K

alg

Slika 36 Svojstvene vrednosti LaplasijaiZy na C mreZi u
jednoj osmini oblasti dozvoljenih talasnih brojeva.

b) Na osnovu Slike 35b diskretizovan Laplasov ojperd]?ys, na E mreZi moZe se definisati

+lp3+l-|J4_4l'|J0 9
o2 : )

D2y = 02y = W1+ W,

Zamenom u (9) talasnog reSenja u obliku

e @ei(kmi\@dﬂnjﬁd) ’ (10)

" Trigonometrijska relacija glasi

cosx—-1=-2 sir‘?g ,

gde je
knd

x ==

2

Id
2
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se dobija
2 k..d
020 +-= (sm2 md | iz j =0. 11
Uporeaiujuéi (4) i (11) za svojstvene vrednosti Laplasijadfay na E mrezi se dobija
kod . .-I1d
N = (S|n2—+ smz”—), 12
RN RN 42

ili u grafickom obliku kao na Slici 37.

1 ‘ 1

1 2 m
(2d d k

Slika 37 Svojstvene vrednosti Laplasijaf®y na E mrezi u
jednoj osmini oblasti dozvoljenih talasnih brojeva.

c) Na osnovu Slike 35b diskretizovan Laplasov ojerdl®y, na E mrezi moZze se definisati

UJ5+4J6+Q;72+¢8 4‘“0 (13)

Zamenom u (13) talasnog reSenja (10), dobija se

D3y =

02( +—(1 cosli/_—zoI cosl/—g)qi (14)

Uporedujudi (4) i (14) za svojstvene vrednosti Laplasijafap na E mreZi se dobija

4 K,d ld
N = (1 cos—1— cos—j 15
m= g2 (T O )

ili u grafickom obliku kao na Slici 38.
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_m Vam k
\V2d d

Slika 38 Svojstvene vrednosti Laplasijan&y na E mreZiu
jednoj osmini oblasti dozvoljenih talasnih brojeva.
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5.5 ARAKAVIN JAKOBIJAN

ZADATAK 5.43.

Na osnovu definicije Jakobijana u ravnoj geometniiipisati konzistentne aproksimacije ovog
operatora upotrebom centralnih Kolika kon&nih razlika preko dva koraka mreze u cslu

kvadratnog nerazmaknutog rasporeda zavisno prowianij simboliékom i razvijenom obliku.

ReSenjdArakawa, 1966):

Jakobijan je definisan izrazima

J(A B):a—Aa—B—a—Aa—B (1)
ne ox oy Oy Ox
J,(A B) :i(Ba—A) —i(Ba—Aj : ()
agy\ o0x/ ox\ oay
o(,0B) 0 ( aB)
(A B =—| A= |-—| A= ], 3
3( ) ax( ayj oy\ 0x ®)

gde suA i B zavisno promenljive valine. Polazé od rasporeda prikazanog na Slici 39, gde su u
tatkama mrezZe definisane obe vrednosti zavisno prgmwiénlupotrebom centralnih kainika
konanih razlika preko dva koraka mreze, konzistentnekgmacije za (1)-(3) u simbdkom

obliku mogu se napisati

J(AB)=5,M,B-5,5,B (4)
3(AB)=5,(B5,A-3, B, 4, (5)
5(AB)=5,(#5,8-5,( 5,8, ©®)

gde jeA oznaka za Jakobijan u kammam razlikama.

w® @ &
i® O O

"D @

Slika 39 Raspored raunskih t&aka za definisanje Jakobijana u kémian razlikama.
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Posmatranjem Slike 39 i razvojem desnih strand@y)+ taki (i,j), Jakobijani se u razvijenom

obliku mogu napisati
3(AB)=T](A B)=512[(A+1,,- Ay )8 B )-(AmA-JBa-BL), @

5 (AB)=Ji(AB ZlelaJ (A= Ay )= B { A A -

By (A= Ay 9+ By (A AR ()

1

B(AB)=T}(AB=

A+1,j (B+1j +17 B+]; —])_ A—], (iB—jl +1 iB—jl— )_

A (B Byt A {Boy-r By ©)
Simboli + i x ozn&avaju poloZaj téaka iz kojih se, redom kako su oznake napisanenajai
vrednosti vekiina A i B. Simbol + ozn&ava "krstasti" raspored u odnosu na centraliutaili
kori&enje t&aka (i +1,j), (i,j +1), (i-1,j) i (i,j —1), simbolx oznaava "dijagonalni" raspored

u odnosu na centralnutay, ili koriséenje tadaka (i +1,j +1), (i-1j+1), (i-1j-2 i (i+1j -1

ZADATAK 5.44.

Formirati Arakavin Jakobijan polage od definicija Jakobijana dobijenih centralnim

kolicnikom kon&nih razlika preko dva koraka mreze na nerazmaknugmporedu promenljivih.

ReSenjdArakawa, 1966):
Polazéi od definicija (7)-(9) iz zadatka 5.43, u opStebiiku Jakobijan se moZe napisati kao

linearna kombinacija

F(AB)=aJ " +yJ* +p I, (1)
gde sua, B i y konstante koje zadovoljavaju uslov
a+B+y=1. (2)
Kada je
1
a=pB=sy=—, 3
B=y 3 3)

izraz (1) predstavlja definiciju Arakavinog Jakainia

JA(AB)= L (A B)=é(J”+ ¥+ ¥ 4)
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ili, u razvijenom obliku

‘JA(A’ B) 1242 [(A+1] A -1j )(B; +1° Bj —1)_( A +17 iAJ‘, —])(iB+j1 T B—jl )+

+B (A= Ay e - B { Ao Ao -

By (Asyrim Ay g+ By (A Apo )+ (5)
A1 (Bugyer= Bog o) - Ay (Boyer By )-
( )

A+l By Blj+]) A - 1(B+]l 1~ B - ]

ZADATAK 5.45.
Dokazati da Arakavin Jakobijan ima osobine:
a) JA(AA=0

b) Jo(AB)=-J(B A.

ReSenjdArakawa, 1966):
Koristeti oznake u krugima na Slici 39, Arakavin Jakobijan (5) iz zadatkd4 se moze

napisati u obliku

In (P Bo) =—[(A - A)(B,~ B)~( A~ A)( B~ B)+

12d2
*By(A-A)-B(A- A)- Bl A- A+ B A~ A+ (1)
+A(Bs- B)- A{ B~ B)- A(B- B)+ A B B

a) Stavljanjem da je

B=A, (2)
izraz (1) postaje

In(Ao A) = —5[(A - A)(A- A)-( A= A A- A+

12d2
A(A- )= A A= A)- A A- A+ A A A+ (3)

+A(A-A)- A A A)- Al A A+ A A 4]
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Mnozenjem i skréivanjemclanova sa desne strane (3) se dobija

Ja(A A=0. (4)

b) Stavljanjem da je
A=B (5)
B= A (6)

izraz (1) postaje

In(B, A)=—7[(Bi-B3)( A~ A)-(B- B)( A- A+

12d2
+A(Bs— Bs)~ A( B~ B)- A B- B+ A B B+ (7)
+B(A- A)-B{ A~ A)- B{ A~ A+ B A A].

Poretenjem (1) i (7) udava se da je

Jn(AB)=-3(B A. (8)

ZADATAK 5.46.

Dokazati da Arakavin Jakobijan ima osobinu

Ja(A B)=0. (1)

ReSenjdArakawa, 1966):
Koristeti oznake u krugima na Slici 39, aproksimacija Jakobijana (9) idatka 5.43, moze

se napisati u obliku

(A Bo) =z [ A(B - B)- A(B- B)- Al B~ B+ A B 8] @
Ako se desnoj strani dodaju i oduzilanovi A By, A,B,, A;B, i A,By, aproksimacija (2), moze

se napisati

3" (Ao, By) = {[ (A - A)(Bs+ B)|-[-( A~ A B+ B)]+

+[(A1-A2)(Bs+ By A= A B+ B)]}. 3)
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Koristeti Sliku 39 i kombinujéi aproksimacije Jakobijana (8) i (7) iz zadatka35 dobija se
7 (R B)+ 3 (A, B) = 5 B A A) - B A A)- B A~ A+ B A A

A~ A)(B- B)-( A~ A)(B- 8. (4)
Ako se desnoj strani dodaju i oduzrdlanovi A By, A,By, AsBy, AiBy, ABy, AsBy, ABy i

AsB,, aproksimacija (4) se moZe napisati
7 (B + (Ao B) = {[ (At Aot At A= A= A= A= A B B
(At Aot Ak A= A= A A A B B+
A+ A+ A+ A= A= A= A~ A( B+ B]-
(A+ A+ A+ A- A- A- A~ A B+ B} (5)

Operatori osrednjavanja i diferenciranja u kome razlikama kojice se koristiti u hastavku ovog

zadatka na primeru promenljivd i duz x pravca, mogu se definisati

A= (At A), ©
— 1

A =2(AtA), )

A =2 (R A+ AT A). ®
1

8, A= (A A), (©)

-1 a-
S A= ﬁd(As Ay). (10)

Na analogan rign se defini§u duZy pravca operatori osrednjavanja i diferencirad§d, AY,
AV d,A i 8,A. Normalno, sve navedeno vazi i za promenljBu Sada, Arakavin Jakobijan se

mozZe napisati

JA(A,B):%[J“(A B§+3*(AB+I (A8 (11)
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Zamenjuj¢i (3) i (5) u (11), koristé (6)-(10) i posmatranjem Slike 40, za Arakavin diaifan se
dobija

(@)

©OF

®

@ @X@

Slika 40 Raspored raunskih t&aka i koordinatnih osa koién za definisanje
Arakavinog Jakobijana na C mrezi.

n(n8)={25[(-5, 48]+ 15,15, 4]+

+§5X[(—6yKXV)EX] +%6y[(5xﬂxy)§y]} . (12)

Ako se nove vetdiine definiSu

A=-5,A, (13)
B'=3,A, (14)
A'=-3, A, (15)
B'=3,A, (16)

I zamene u (12), kokao se za Arakavin Jakobijan dobija

Ia(AB) = {é[ax.( AE) 4o, B'_By')] +§[5X(_AXV B)+5,(BY _B/)]}. (17)

Izraz na desnoj strani (17) je aproksimacija dieagge. Pod uslovom da se operator osrednjavanja
primenjuje preko zatvorene oblasti ili oblasti gdi¢nim granénim uslovima, doprinoglanova na

desnoj strani (17) se poniStava, odnosno

Ja(A B)=0. (18)

ZADATAK 5.47.

Dokazati da Arakavin Jakobijan ima osobine:
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a) BJA(A B)=0 i

b) AJL(A B)=0.

ReSenjdArakawa, 1966):
a) Kori&enjem identiteta (videti zadatak 7.2)
5(ba®) = ad,b+ 1,4, 1)

gde sua i b neke zavisno promenljive, & proizvoljna kooordinatna osa, izraz (17) iz zadatk

5.46 se transformiSe

In(A B)={%[A”6X. B + B3, Bv}+§[_AXV6X B+ BYS, é}}+

+B{%[5X. A5, B +§[6XTNXV+6yT3'XV]} . 2

Poslednja dvélana u uglastim zagradama desne strane (2) na ostgwicija (13)-(16) iz zadatka

5.46 se mogu napisati
B A+3,B'=8,(-5, A+3,(5,4=0, (3)

Ako se (2) pomnozi s8, dobija se

BJA(A B)={:—13[BA'6X. B + BBJ, é}%[ BAYS, B+ BES, )IIB}} (5)

Ponovo, primenom novog identiteta (videti zadatdR 7
ald_a = -+ &5, b+ 69(5 :sra?j , (6)
2 2
na (5) se dobija

BJA(A B) = {%{@.@ “B*‘j +5y.@ ’B“B'ﬂ%[éx(

_% BZ[:_:; (5)(, A '+6y. B ') +:—23(6 X,_A\'Xy+6y_B'Xy)} ) (7)

Na osnovu (3) i (4)¢lan pomnoZzen seBZ/Z u (7) je identiki jednak nuli. Preostaklanovi na

desnoj strani (7) predstavljaju divergenciju. P@tbuom da se operator osrednjavanja primenjuje
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preko zatvorene oblasti ili oblasti sa ciklim granénim uslovima, doprinoglanova na desnoj

strani (7) se poniStava, odnosno

BJA(A B)=0. (8)
b) Stavljanjem da je
A=B, 9)
B=A, (10)
izraz (8) se moze napisati u obliku
AJA(B A =0. (11)
Znajwi da je (videti zadatak 5.45)
(A B)=-%(B A, (12)
izraz (11) postaje
AJ\(A B =0. (13)

ZADATAK 5.48.

Dokazati da se izraz na C mrezi definisan u obliku

(A B) :%{6X.[\/§(mx +W) —E;X‘}asy.[\/i(g A +$;{) —g}}+
*%{5 (38%)8 |0 [@_Axy)ﬁy}}’ (1)

svodi na Arakavin Jakobijan.

ReSenjdJanjt, 1993):

Posmatranjem Slike 40 i razvojem (1), dobija se

(AB=

—l(A- A)(B- B) (A A) B B+

+By(A- A)- B A~ A)- B{ A- A+ B A A+ (2
+A(Bs-B)- A{B- B)- A( B~ B+ A B B|

Izraz (2) predstavlja izvorni oblik Arakavinog Jékjana.
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ZADATAK 5.49.

Dokazati da se izraz na E mrezi definisan u obliku

In(AB)= {[ A B]+8(6 A)_BY]}+

+§{5X.[§(—6yA—+6xij Ex}my.[g(mj@}},

svodi na Arakavin Jakobijan.

ResSenjgJanjt, 1993):

Posmatranjem Slike 41 i razvojem (1), dobija se

@@ 6

Slika 41 Raspored raunskih t&aka i koordinatnih osa koién za definisanje
Arakavinog Jakobijana na E mrezi.

In(AB)= 120|Z[Al A)(B,- B)-(A- A)( B~ B)+
+By(A- A)- B A~ A)- B{ A- A+ B A A+
+A(Bs-B)- A{B- B)- A( B~ B+ A B B|

Izraz (2) predstavlja izvorni oblik Arakavinog Jékana.

(1)

(2)
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ZADATAK 5.50.

Diskretizovati advektivn€&lanove jedn&na za plitku vodu u obliku Arakavinog Jakobijana

na C mrezi u uslovima bezdivergentnog strujanja.

ReSenjdArakawa i Lamb, 1977):

Znajwi da se advektivnilanovi u jedn@inama kretanjama mogu napisati u obliku

9 a_wj - ( a_wj
at(ay Jm’ay ’ @
00 __, 0%
dt(ax) J(L“’ax) ’ @
i posmatranjem C mreZe na Slici 10, izrazi (1))ig2 mogu napisati
0
o (Byw) =3 (@ 5,0), 3)
0 _ x
2 (B0) =3 (T.8,0). (4)

ZADATAK 5.51.

Diskretizovati advektivn€lanove jedn&na za plitku vodu u obliku Arakavinog Jakobijana

na E mrezi u uslovima bezdivergentnog strujanja.

ReSenjdJanjt, 1977):

Posmatranjem E mreze na Slici 10, izrazi (1) iZ2adatka 5.50 se mogu napisati

2 (5,9)= -0 (@ 3,). ®
2 (5.)= -3 5.u). @
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ZADATAK 5.52.
Dokazati da na E mrezi vazi
2 (2y) = -3a (v, 02). (1)
ot
ResSenjgJanjt, 1984):
Leva strana (1) se moZe napisati u obliku
0(_2.\_ 0 0
Z(2u)=5,| o) +5, S 60| @
Zamenom (1) i (2) iz zadatka 5.51 u (2) se dobija
0
(T3] =8, [-3u (978, + 5, - (7 8.)). 3)
Primenom identiteta (videti zadatak 7.6)
5Ja(AB) = 3 (A°.5,8+ 4 (5, AF), )
gde jesoznaka zx i/ili y pravac, prvi i drugélan desne strane (3) mogu se napisati
5,3, (0Y,5,0)= 37?82 5.07,5,0" 5
Ja(07.8,0)= 5[0 820 |+ 4 (5,07 .5,57), (5)
X _xX 2 X X
8, Ia (W%,8,0) = 3 (w ,6ij + 3 (8.0%.5,0%). (6)
Kako je (videti zadatak 5.45)
Ja(A A =0, (7)
I znaji identitet (videti zadatak 7.7)
s 2
a® = a+765(65a), (8)
izrazi (5) i (6) postaju
3 BN d° 32,52 9
I (07.8,0) = | W+ S 50, ©)
X — d2 2 2
8.3 (07.8,0) = | W+, 8.5 . (10)
Na osnovu osobina Arakavinog Jakobijana
Jn(A+B,O=%L(AQ+4(BQ, (11)
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Ja(aA B)=al (A B, (12)
| koristeti (7), izrazi (9) i (10) postaju

5,3 (07,3,0) = % (w.530), (13)

8,3 (0,8,0) = 3 (,520). (14)
Zamenom (13) i (14) u (3) i kodénjem (11), kon&no se dobija

0
— 4 =-Ja , E ,
ot (DZLD) J (LU O LU) (15)

¢ime je izraz (1) dokazan.

ZADATAK 5.53.

U slwtaju bezdivergentnog strujanja na E mrezi i ako va@kkcni graneni uslovi dokazati
ocuvanost:
a) srednje kinetke energije i

b) srednje enstrofije.

ReSenjdJanjt, 1977):
a) Mnozenjem sa) i osrednjavanjem preko oblasti u kojoj vaze ¢ikligrantni uslovi,

bezdivergentna jedtigna vrtloZznosti na E mrezi (videti zadatak 5.52)vs&e napisati

0 (2. \__ 2
W (020) = -w (v, D2w). (1)
Znajwi da u oblasti sa cikinim granénim uslovima za Arakavin Jakobijan vazi (videti atak

5.47)

AJA(A B)=0, (2)
izraz (1) postaje
0 (2., -
v (02)=0. 3)
Koristeti (videti zadatak 7.8)
ADSB=8,5,B+5,/5,B (4)
leva strana (3) se moZe napisati
oy 0 0
0= =8,y —d,W+d W—3 W, 5
llJ+at xtbat Y ywatylb (5)
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odnosno, nakon grupisanja operatora, dobija se
2 alIJ 1 0 2 2
Y T 2 [(6”“) +(6yw) } ©)
Znajwi da u bezdivergentnom slaju na E mrezi vaze relacije (videti zadatak 5.3)
u=-9,u, (7)
V=0,U, (8)
za srednju kinetku energiju se dobija
_ 2
K== (B.0)°+(3,0)° . ©
Zamenjuj¢i (9) u (6) i znajdi da vazi (3), moze se napisati
K =cons, (10)

¢ime je dokazanadoivanost srednje kingke energije.

b) MnoZenjem sdl2y i osrednjavanjem preko oblasti u kojoj vaze ¢idigrantni uslovi,

bezdivergentna jedtiga vrtloznosti na E mrezi (videti zadatak 5.52pz@ se napisati

22 (02w) = 02 3 (w.02).

Znajwi da u oblasti cikkinih granénih uslova za Arakavin Jakobijan vazi (videti zadteb.47)

BJA(A B)=

izraz (11) postaje
2 2 —
D_,_llJ ot (D+llJ) -

Leva strana (13) se moZe napisati

n2g 2 ( +w)=%%(53w)2.

Zamenjuj¢i izraz za srednju enstrofiju

_ 1
n= E( lIJ) :
u (14) i koristéi (13), sledi

n =const,

¢ime je dokazanadoivanost srednje enstrofije.

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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NAMERNO PRAZNA STRANA
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5.6 ADVEKCIJA

ZADATAK 5.54.

KoriS¢enjem samo advektivniilanova u dvodimenzionalnim linearizovanim jetinama
kretanja za plitku vodu izvesti:

a) jedn&inu za promenu potencijalne vrtloZnosti u kontimaah slaju;

b) jedn&inu za promenu potencijalne vrtloznosti na C mrezi;

C) izraz za relativnu frekvenciju u glju osnovne struje iz smera jugozapada.

ReSenjdRarti¢, 1988):
a) U kontinualnom skaju dvodimenzionalne jedtiae kretanja za plitku vodu samo sa

advektivnim¢lanovima mogu se napisati

ou_ _du_ du

—=-U—-V—, 1
ot ox oy @
@ = - @ _V%. (2)
ot ox oy
Dodavanjem i oduzimanjetlanovavav/ox i uou/ady u (1) i (2), redom, dobija se
ou oK
— =gV, ——, 3
ot T 0X ®)
ov oK
N _gu -2 4
5 A% oy (4)
Ovde su potencijalna vrtloznost, kindgta energija i fluksevi mase dati, redom
1(ov odu
==l =-—, 5
g h(ax ayj ®)
_1(2., .2
K —E(u +v ) (6)
v, = hv, (7)
u, = hu. (8)

Diferenciranjem (5) po vremenu i kofghjem (3) i (4), jednana za promenu potencijalne

vrtloznosti se dobija u obliku

aq_ 1 {G(q%) N 0(%)} | ©)

ot h| ox ay
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Linearizacijom (9), kori&njem metoda poreréenja, dobija se

a_q:—Ua_q_Va_q, (10)
ot 0x ay
gde suU i V horizontalne komponente osnovne struje,g'aje poremeéenje potencijalne

vrtloznosti. Zamenom u (10) reSenja u talasnomkabli
q (% v )= v, (12)
za frekvenciju u kontinualnom siaju, dobija se

v=Uk+VI. (12)
b) Diskretizacijom od (3) do (8) na C mrezi, dolsg

au* *_*Xy
—=qv, -5K, 13
at q h X ( )
v —v"
—=-q*y, -3,K, 14
Pl y (14)
. d NV -d.u
q =" (15)
h
2 N 2
% u Vv
K'=—"Y 16
. (16)
V=KV, (17)
* _*X*
u,=h u, (18)

gde simbol * ozn&ava veltine u diskretnom sktaju. Ponovo, kori&njem metoda poreréenja,
(13)-(18) postaju

au*' Ty *'X *'y
T:q HV-Ud,u -Vo,v , (29)
av*‘ *'X *'X *'y
7=—q HU-Ud u -V3,v |, (20)
% 1 %' .
q :ﬁ(éxv -5, ), (21)
*' *'X Ty
kn =Uu +Vv (22)
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. . -y
v, =HV+Hv +Vh | (23)

— X

W =HU+HU +UR . (24)

Primenom operatorad, na (19) id, na (20), dobija se

9 _ & P X Sy
—Eéyu =-HW,q +Wy|0,u |+\B,|0,V |, (25)
a %' *'X TX *'y
Eéxv =-HUd,q —Uéx(éyu j—\ﬁx(éyv J (26)

Analogno kao i u kontinualnom slaju, diferenciranjem (21) po vremenu i korit€25) i (26)
dobija se jedn@na za promenu potencijalne vrtloznosti u diskretrabliku
g _ Y

T X :
F:—uasxq* -V&,q . (27)

c) Zamenom u (27) reSenja u talasnom obliku

q*'(mx m y ) — A@i(kmﬁx+ nhy—v l) ' (28)

za frekvenciju u diskretnom slaju, dobija se

v =U sinkd ny sinld . (29)
d d

U slwtaju kada rezultantna struja,, ima jugozapadni smeg =45, ili kao Sto je prikazano na

Slici 42, vazi

C
I]
<
I

-

(30)

p=d

C

S

Slika 42 Sematski prikaz strujanja.
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Konano, zamenom (30) u (12) i (29), izrazi za frekv@npostaju

v:%(kﬂ), (31)
._ | (sinkd _ sinid
Y _\/E( g + " ) (32)

Ako se kao relativna frekvencija definiSe odnos) (331), dobija se

v’ _ sinkd + sinld
L 222 33
a(k+ ) (33)
Relativne frekvencije (33) su gréi prikazane u jednogetvrtini oblasti dozvoljenih talasnih

brojeva na Slici 43.

O 1 1
0 0.5 1

Slika 43 Relativne frekvencije u jednogtvrtini oblasti dozvoljenih talasnih brojeva.
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ZADATAK 5.55.

Rotacioni¢lanovi u jednginama kretanja na E mrezi se mogu napisati u oldikausistema

sistem I:
ou
_:Ju, 1
Pl ®
ov _ .
— = ' 2
Pl @
sistem Il
ou
—=2-%, 3
Pk 3)
ov
—=2-3; 4
o T (4)
gde su
2 s 10o%
N ==v{¥Y+=v , 5
1 3Z 3 X )
2 s 15V
J=-=ul™¥-=uC, 6
1773 4 3 ¢ (6)
2=k 1oy
B ==V +=vC, 7
2=73 ¢ 3 ¢ (7)
2 Gy 1%
Jy==-=0*¢" -=u'C , 8
273 ¢ 3 ¢ (8)
~ 1 _ —
Xy — =7 X y
=0T (9
Linearizacijom sistema | i ll, kada je osnovna fgtraonalna i konstantna, a poremeja nisu
funkcija ody:

a) formirati jednaine za promenu vrtloznosti na E mrezi;

b) n&i izraze za fazne brzine; i

c) uporediti fazne brzine sistema | i |l za talasioZinu odL = 4d+/2.
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ReSenjdRarti¢, 1988):
Kada je osnovna struja zonalna i konstantna, anpatenja nisu funkcija og, komponente

vetra se mogu napisati

u=U +u'(x,t), (10)
vV=V(xt). (11)
Sistemi | i Il se nakon linearizacije i koég&njem (10) i (11) mogu napisati, redom:
sistem I
ou'
—=0, 12
P (12)
ov' 1 -x 2
—=-=-U{" -=-UC,; 13
%3 ¢ 3 ¢ (13)
sistem II:
ou'
—=0, 14
ot (14)
ov' 1 -x 4
—==U{ -=-UC'. 15
3 4 3 4 (15)

Na E mrezi vrtloZnost se u svakojatki moze napisati
(=9%,v-9d.u. (16)
Polazéi od (10) i (11), linearizacijom (16) i (9) se dgbi

'=93,v, (17)

-~ 1 —

|Xy__ 11X 1

v =2(T). (18)
a) Primenom operatorad, na (12) i (14), a operatora, na (13) i (15), jednane za

promenu vrtloznosti sistema | i Il se dobijaju, sed

o 1 _x 2
—=-=-U},(" --Ud, L', 19
¢ 1 _-x 4
—==Ud, (" —-Ud,('. 20

b) Zamenom reSenja u talasnom obliku

0= Z,Gi(kiﬁd—vt)

u (19) i (20), za fazne brzine sistema | i Il séigy redom

(21)
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. _ U(:—L sin2X 2 smxj | 22)
32X 3 X
*I ZU(_lstX L4 smx) (23)
32X 3 X
gde je X = kd/\/i :
c) Za traZzenu talasnu duzinu fazne brzine se dabijadom
=Y o442 (24)
9 T an ’
Y 51807 (25)
Ci 3 :
Uporeaiujuci
EIPS IS (26)
u Uu

uocava se da sistem Il dajetaju faznu brzinu od sistema I.

ZADATAK 5.56.

Barotropna jednana vrtloznosti na E mrezi moze se napisati

o R B S L A

t

a) Linearizovati (1) ako je osnovna struja konstantazléita od nule i izrgunati numeiku
faznu brzinu;
b) izvesti izraz za relativhu faznu brzinu kao oslmumerikih i analitickin vrednosti,r, u
slwaju kada je
U = cosa, (2)
V =Isina; (3)
gde suU i V komponente osnovne strujexui y pravcu, al je rezultantna struja pod uglom

u odnosu na zonalni pravac; i

) odrediti u grarinim sluajevima vrednosti

II(iinor(O( =0), (4)
D)
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ReSenjdRarti¢, 1988):

Linearizovana barotropna jedin@a vrtloznosti u kontinualnom slaju moze se napisati

% =-U % —V% (6)
ot ox oy
Zamenom u (6) talasnog reSenja oblika
Z= Zei(kx+ ly-vt) ’ )

za analittku faznu brzinu se dobija

o= Uk + VI . (8)
VK? +12

a) Nakon linearizacije, jedtima vrtloZznosti (1) glasi

O 1f s oy s 5| 2 NP V2=
E_—é(uaxz +v5yzy)—§[(u V)BT (- VS, T 9)
Zamenom talasnog reSenja
= Zei(kid+ljd—vt) ' (10)
za pojedinglanove (9) se dobija
>y _ 1¢sin2X
0x( =T (11)
-y _i¢sin2Y
3, 0¥ == = (12)
Qé & :M (13)
2 2d '
V2 o 5y _iCsin=X+Y)
AT I (1)

gde je X =kd, Y=Id, ad najkrae rastojanje izmi susednih t&aka E mreze. Zamenom (10)-

(14) u (9) i nakon srvanja, numetika fazna brzina ima oblik

2 2
3

2d d 2d d

3

VK2 +12

{U (sinZX sinX coé() V( sigyY SiN coxﬂ
+ + +

(15)

M. B. Gavrilov, I. A. Tost, M. Rarti¢



Zbirka reSenih zadataka iz Modeliranja atmosfere | 153

b) Delenjem (15) i (8) za relativhu faznu brzinus c*/c, mozZe se napisati

1( cosn si2 X +ZsinX cosY coa)+

3\2Xcosa +2Y sim Xcosa+Y sim
1 sina sin2Y 2sinY cosX sim
+= —+ — . (16)
3\2Xcosu +2Y simt Xcox+Y sim
c) Posmatranjem dva gré&na sli&aja za relativne fazne brzine se dobija
lim r(a =0)= iL(1+ 2cosy), (17)
X0 3
. m 1
lim r(a :—j ==(1+2cosX). (18)
Y-0 2/ 3

ZADATAK 5.57.

Sema drugog redadaosti za advekciju pasivne supstaritei jednaina kontinuiteta date su

redom
oT _ 1 X =y
o= E(uesxT &, T, (1)
oh
o= (8.0 +3,), )
gde su
U =h*u, (3)
V =h'v. (4)
Pokazati da vaZi
> (hT) = const (5)

ij

ReSenjdRarti¢, 1988):

Mnozenjem (1) sdn, (2) saT i sabiranjem tako dobijenih izraza, dobija se
a(hT) _ X ———y
s —(UaxT VB, T j - T(8,U+3,V). (6)
Koristeli identitet (videti zadatak 7.2)

adb+bd.a = 53( b—aS) , (7)
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izraz (6) se moze napisati

%(hT) = —[6X(UTX) + 5y(v‘Ty)] . 8)

Sumiranjem (8) preko svih daka zatvorene oblasti integracije ili oblasti skli¢him grantnim

uslovima, sledi

4 _
PP (hT)=0, 9)

t.
> (hT) = const (10)
ij
ZADATAK 5.58.

Semasetvrtog reda tnosti za advekciju pasivne supstariGe,jednaina kontinuiteta date su

redom
o __ 1 |\ 457+ 7)1 e >
o= (hx){g(uasxT +V5, T 3((U><)6XT +(Vy5, P ﬂ )
a(hx) _

e (8. +3,v), )

gde su
U =h*u, (3)
V =hv, (4)

Odrediti veltine (hx) i (Ux), (Vy) iz uslova da je ispunjeno

Zh: [(hx) T] = const (5)

ReSenjdRarti¢, 1988):
T
MnoZenjem (1) i (2) sghx) i T, redom, primenom operato(a) na tako dobijenu jediu

kontinuiteta i sabiranjem ovako transformisanimgtha, dobija se

2] =2 (B, + 6, 7) -2 (R P+ s, T}~ B v5, V. ©
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Koristeti identitet (videti zadatak 7.9)

d.a°=9,.4, (7)

I pretpostavljajdi da se posledniilan u (6) moze napisati

T(3,U +esyv)T = % T(5,U +esyv)Xy —% T82( U + 82y vy]zxzy, (8)

izraz (6) dobija oblik

9 4 XY —
a[(hx)T] = —{g(uaxn B, U +\B, T+ B,V j -
_:_]g-l:(UX)52XT+ mzx(uﬁzxzy +( Vs, T+W2y2x}} : ©)
Koristeti identitete
ad/b+ 5,8 =5 abF), (10)
83,p+ 5,58 = 8y A, (11)

izraz (9) postaje

S o T ST T

Izraz (12) obezhtuje da vekina (hx)T bude @uvana. Istovremeno, da bi jedir@a kontinuiteta

(2) mogla da vazi, potrebno je da nepoznati flukegase budu definisani u obliku

(Ux)=U", (13)
(vy) =Vv>. (14)
Zamenom (13) i (14) u (8), dobija se
T 4 Xy 1 —xy2X2y
TBu+8,y) =2 TBU+8,V) - T8, U+8,\) (15)
i velicina (hx) se definise
J— ———2X2
(hx) = (ﬂ ThY - L™ yj 1 (16)
3 3 T
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ZADATAK 5.59.

Dvodimenzionalna advektivha Sema koja vrSi ispramalinearnu kaskadu energije na E

mrezi ima oblik

% = —H—lx %(U XS +V Xayuyj +§(UX6X. N +V'3, . ] | (1)
o —_i_—l(LTyéva +VY3 vyj +E(Uy6 -VX‘ Vs \;/J : )

ot hY|3 Y 3 X Y

gde su fluksevi mase u ;_)ravcima koordinatnih msay/, x' i y' dati, redom_
U =h’u, 3)
V =hv, (4)
0= 2Ry ©)
v':%ﬁy'(—w V" 6)
a) Linearizovati Semu (1)-(6) oko stanja definisanslovima

u=U+u(x1, 7)
v=V+V(x1, (8)
U =cons, ©)
V =0, (10)
h=cons, (11)

gde suU iV veliine osnovnog stanja, @(x,t) i v'(x,t) su veltine poreméenja.

b) lzraunati faznu brzinu linearizovane Seme u jednodinmratnom sldaju duz x,
odnosnox' osa.

c) lzr&unati faznu brzinu za linearizovanu advektivhu giimu u jednodimenzionalnom
slieaju duz x ose koristé centralni kolénik konanih razlika i uporediti tako dobijeni rezultat sa

rezultatom u sléaju b).
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ReSenjéBalandz¢, 1981):
a) Linearizacijom (1) i (2) pod uslovima (7)-(1dpbija se
u_ (Eﬁx +ﬂm” _ﬂmy‘] _ (12)
ot 3 3 3
b) U jednodimenzionalnom slaju, zamenom u (12) talasnog reSenja
_ Aei(kiﬁd—vt)' (13)
za frekvenciju se dobija
_U(lsln«/_kd 2 smkd/«/_j (14)
3 J2d 3 d\2
Deljenjem (14) sa talasnim brojerk, za faznu brzinu se dobija
= U(l sinv2kd | 2 smkd/x/_j (15)

3 J2kd 3 kd/\2

c) Kori&enjem centralnih katnika na E mrezi i koriste (13), za faznu brzinu se dobija

x sinkd/~2
=V vz CkdN2

Razvojem u Tejlorov red, izrazi (15) i (16) mogunsgisati

c :U{l—@fl,
6

Ce =u{1—w+..}.

12

(16)

17)

(18)
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NAMERNO PRAZNA STRANA
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GLAVA 6

EKONOMI CNE EKSPLICITNE | OSTALE SEME

ZADATAK 6.1.

Diskretizacijom linearizovanog sistema jedima za plitku vodu Kkoji opisuje
jednodimenzionalne gravitacione talase, upotrebmesk@ne Seme i centralnih kéhika kon&nih

razlika u prostoru, odrediti kriterijum stabilnasti

ReSenj¢Rarti¢, 1988):
Diskretizacijom linearizovanog sistema jedma za plitku vodu koji opisuje
jednodimenzionalne gravitacione talase, upotrebmsal@ne Seme i centralnih kéhika kon&nih

razlika u prostoru, dobija se

yrtt -t g h-h

) 1
2At 2AX @
hn+1 _ hn—l _ _H uin+1 - qn—l . (2)
21t 2%
Zamenom u (1) i (2) talasnih reSenja u obliku
uin - )\ntei kiAx (3)
hn - )\nﬁei kiAX, (4)
dobija se
(A2—1)0+izgpsin(km<)>\h=o, (5)
()\2 —1)ﬁ +i2 HusinKAX) A &= 0. (6)
Stavljaji da je
A= gHu?sin? X , 7)

gde je X =kAx, a p = At/Ax i reSavanjem algebarskih jedivea (5) i (6) za faktor povanja se
dobija

M +2(2A- DA%+ 1= O, (8)
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ReSavanjem (8) dobijaju getiri reSenja

A1 =41-2A+2/A(A- ), 9
A, = —1-2A+2/A(A- ] , (10)
A3=41-2A- 2/ A(A- 1, (11)
Ay =—1-2A-2/A(A- ) . (12)

Kada je A<1, desna strana (9) se moze u kompleksnom oblikis&i&p

J1-2A+ 2 A= A = Age Hik . (13)

Kvadriranjem (13) i razdvajanjem realnog i imagmay dela dobija se, redom
1-2A=Nae =Ny, (14)
VA= A) = Ageh .- (15)
Kvadriranjem (14) i (15) i njihovim sabiranjem pzoazi
Nee + Ny =1, (16)

Mg =Ny =1-2A. (17)

Sada, reSavanjem (16) i (17) kéna se dobija

Ay = VA, (19)
Zamenom (18) i (19) u (13) i na osnovu (9), faldovetanja ima oblik
A =+1- A+iJA. (20)
Kada je A<1, na osnovu (20) sledi
A=1, (21)

tj. Sema je neutralna. Analizom (10)-(12) moze swnpoviti da su i ostala reSenja neutralna. Za

stabilnost svih talasnih komponenti potreban ugtov

Jg_Hsﬂ. (22)
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ZADATAK 6.2.

Diskretizacijom linearizovanog sistema jedima za plitku vodu Kkoji opisuje
jednodimenzionalne gravitacione talase, upotrebemeSunapred-unatrag i centralnih Eolka

konanih razlika u prostoru, odrediti kriterijum statmlsti.

ReSenj¢Rarti¢, 1988):
Diskretizacijom linearizovanog sistema jedima za plitku vodu koji opisuje
jednodimenzionalne gravitacione talase, upotrebemeSunapred-unatrag i centralnih Kolka

konanih razlika u prostoru, dobija se

Y-y, A -hl
¥ =0, 1
a9 anx M)
il AP Y (2)
At 2AX

Zamenom u (1) i (2) talasnih reSenja (3) i (4)adatka 6.1, dobija se

(A =1)a+ipg(sin X) h=0, ©)
(A —Dh+ixHu(sin X) b= 0. (4)

Stavljajuei da je
2A=gHu?sin® X, (5)

i reSavanjem algebarskih jedin@a (3) i (4) za faktor pov@nja se dobija
N -2\(1- A) + 1= 0. (6)
Kvadratni oblik (6) obezhiije dva reSenja
A =1-A+JA(A-2), @)
A, =1-A-JA(A-2). 8)
Moze se pokazati da su (7) i (8) neutralni kada je

A<2, (9)

odnosno,

A[=1. (10)

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢



162 Ekonoméne eksplicitne i ostale Seme

Na osnovu (5) i (9), uslov za stabilnost ima oblik

27X
H<s——. 11
v3a At (11)

Uocava se da Sema (1)-(2) dopusta dva puta duze korakemenu nego Sema (1)-(2) iz zadatka

6.1.

ZADATAK 6.3.

Diskretizovani sistem jeddma za plitku vodu Kkoji opisuje prostiranje graei@no-

inercijalnih talasa ima oblik

u™=u" -2, H + V24T, (1)
V=T 2008 HT - fU2A T, (2)
hn+1 - hn—l -2 HAt(5X U+ By\amll (3)

Odrediti kriterijum stabilnosti sistema (1)-(3) ksis¢i metod rascepljivanja.

ReSenj€Rarti¢, 1988):
Koriste¢ci metod rascepljivanja (Mawk), sistem (1)-(3) se moZe napisati u obliku dva
podsistema. lIzostavljanjem iz (1) i (@anova sile gradijenta pritiskaclana divergencije iz (3),

prvi podsistem glasi

ut =u"t+ V24t (4)
vi =V - fu'2At, (5)
h* =h"1, (6)

+

gde suu®, v* i h* vrednosti promenljivih na nekom prognékbm nivou. Drugi podsistem se
tada moZe napisati koédnjem tako dobijenih vrednosti promenljivih na progtckom nivou

n+1 i dodavanjem izostavljenilanova sile gradijenta pritiskaiana divergencije, ili

un+1 — u+ -2 %tsx W+1, (7)
Vn+1 — V+ _2¢6y H'1+1’ (8)

+ + n+l
h™ = h* - 2HAS,u+3,Y) . (9)
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Zamenom u (4) i (5) talasnih reSenja
+ 4 a2y -1 (Kidx+A
(u Vv )i,j —(u,\a)\c)\” el( IAX+|] Y), (10)
algebarski sistem postaje
A20= 0+ 2\ ALY, (11)
A2 = U-2\ At (12)
ReSavanjem (11) i (12), dve vrednosti za faktorepamja se dobijaju
A, = —ifAt+1- £2(At)?, (13)
— 2 2
A, = —ifAt—/1- F2(at)* . (14)
Kada je * f*(At)?> Qiz (13) i (14) sledi da je 3ema je neutralna, ili
A|=1. (15)
Takaie, u@ava se da je korak u vremenu ogéani uslovom
MS%, (16)
ili
At=3h. (17)
Suprotno, kada je-4f ?(At)? < ,Ga na osnovu (13) i (14) sledi
A :‘—fAt +./(fat)? —4 , (18)
tj. Sema je nestabilna.
Zamenom talasnog reSenja
uir,]j+1 — OA%AZF,)\”_ ]ei(kiAx+IjAy) , (19)
sistem (7)-(9) u algebarskom obliku postaje
(Azp —1)0 +i2y2guA2 (sin X) h= (20)
(Azp —1)\7+ i2¢2gu02(sinY) b= 0, 1)
(Azp —1)ﬁ +i 2 2HPA2 (sin Xo+sin YY) = 0, 22)
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Stavljajii da je
A= ngH(sin2 X + sin? ﬂ , (23)
gde je X = kd/~/2, Y = Id/+/2 i reSavanjem algebarskog sistema (20)-(22), diaij
(x2 - 1)[()\2[, -9+ 8\4pA} =0 (24)
Jedno reSenje za (24) je
N =1, (25)
odnosno, Sema je neutralna. Ostala reSenja sealolaj
( 2 _ NV Lond A
)\p—l) +aLA= 0, (26)

Za faktore povéanja iz (26) proizilazi

(27)

odnosno, Sema je stabilna.

ZADATAK 6.4.

Linearizovani dvodimenzionalni sistem jedmea za prostiranje gravitacionih talasa
primenom preskine Seme i tehnike za spawanje stacionarnog talasa od dva intervala mreZze u

polju visine na E mrezi, ima oblik

un+1 — un—l_ 2At®x H’1 ' (1)
Vol 20tgp, H, (2)
hn+1: hn_l—ZAtH(Bxu+5y\an+(2At)2 Wg|-[D>2< _DE] ﬁl_l_ (3)

Odrediti najvéu vrednost tezinskog faktoray, tako da se ne narusi kriterijum stabilnosti.

ReSenjdJaniji, 1979):

Zamenom u sistem (1)-(3) talasnih reSenja

(U v, = (tl v }))\n gkiﬁdnjﬁd) | (@)

gdequ=kd/\/§, Y=1d/4/2 i M =At/d, dobija se
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()\2 —1)0+i>\2f 2ug(sin X)h= 0, (5)
()\2 —1)\7 +iA2J2ug(sinY)h= 0, (6)
[()\2 —1)+8\NgHu2(cosX— COSY)Z] hid 2/ 2 H(sin Xw(sin Y}= 0 @)

ReSavanjem algebarskog sistema (5)-(7), za faktegtpnja se dobija
()\2 —1)2()\2 ~1+ 2w|3') +()\2 - 1))\2 2A= Q 8)

gde su

A= 4gHu2(sin2 X + sir? ﬁ , (9)
B'= 4gHuZ(cosX - cosv). (10)

Jedndina (8) ima reSenja

A =1, (11)

A, =-1, (12)

N34 =1-(A+wB) +( A+ wB)? -2 A, (13)
N2 o= 1-(A+wB) -/ ( A+ wB)? -2 A. (14)

Ocigledno je da u skaju (11) i (12) postoje samo neutralna reSenja.rébgtalim sldajevima,

ukoliko je

(A+wB)® -2 A< 0, (15)

Sema (1)-(3) je uvek stabilna. Mdim, ako je,

(A+wB)® -2 A> 0, (16)

za stabilnost (14) se zahteva

(A+wB) +( A+ wB)? -2 A< 2. (17)

‘/% A+wWB <1. (18)

Nakon srdivanja, kon&no se dobija

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢



166 Ekonoméne eksplicitne i ostale Seme

Izraz (18) dostize maksimum kada su
X=n, (19)

Y=0. (20)
Zamenom (19) i (20) u (18), dobija se

A AwgHu s%. (21)

Kada je
w< 025, (22)
izraz (21) postaje
1

Sto je iden@no kriterijumu stabilnosti preskoe Seme.

ZADATAK 6.5.

Za simulaciju gravitacionih talasa predlaze se enslBejtsova (Leendertse-Bates) Sema u

dve iteracije:

| iteracija

(pn+JAJt2/; Q" - 2 62Xu”+]j2, (2)
Il iteracija

(pn+1A_t /q;nwz -5, 2 @

gde je geopotencijaf = gh. Na osnovu zadatog:
a) ispitati stabilnost Seme (1)-(4); i

b) napisati aproksimaciju za talasnu jetina.

ReSenj¢Rarti¢, 1988):

a) Zamenom talasnih reSenja
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A D N
(u,(p)in = (U, (P) ékle, (5)
u sistem (1)-(4) se dobija, redom
| iteracija
On+1/2 — an_(iHSin X)('bmﬁllzl (6)
E‘pn+:|J2 :(bn_CZ(iuSin X) UFH-]( 2, (7)
Il iteracija
an+l - 0n+]/2 _ (| u sin X)epl"H-]l 2’ (8)
e =™ V2-cqipsinX) ™12 (9)
gde su
X = kAX, (20)
At
= 11
M= (11)
Uvodenjem oznaka
A=iusin X, (12)
B=C?A, (13)
iz (6)-(9) se dobija
| iteracija
l]n+ﬂ2+ A(Apn+:I/2: o (14)
Ban+1/2 + (Apn+:I/2 - (Apn (15)
I iteracija
ljn+1/2 _ Afpn+]12 — 0n+ 1’ (16)
17)

AN+1/2 S+l 2 1
BO™ —@™ = —@™ "
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U slwtaju | iteracije iz (14) i (15) moZe se iZumati

A

lf]n+l/2 — Cln - A(pn
1-AB '

A

(Apn+:IJZ — (pn - Bﬂn
1-AB '

a u sldaju Il iteracije iz (16) i (17) nastaje

An+1 “n+l
0n+:lj2 — u + A(p
1- AB

A2 (Apn+1 + Bon+l
1- AB
Smatrajdi da je

On+1 — )\n+10,

o+l — )\n+lA

Q" ®

I nakon zamene (22) i (23) u (18) i (20), odnosn(9) i (21) se dobija

(1-A)a- A(1+A)e=0,

B(1+A)a+(A - 2= 0.

ReSavanjem algebarskog sistema (24)-(25), za fakio#anja se dobija kvadratna jedivea

(AB-1)A?+2( AB+ A +( AB-1) =0

¢ija su reSenja

_-2(AB+1)+ 4/ AB
'Y 2(AB-1)
-2(AB+1)- 4/ AB
Ay = .

2(AB-1)

Ako se u (27) i (28) ozrta
AB=-¢?,
& =cusin X,

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)
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konano se dobija

_1-8% &
1_1+EZ+2|1+62’ (31)
_1-8% &
)\2—1+22 2I1+52’ (32)
odnosno,
Ay =[A,[=1. (33)

Na osnovu (33), Linderts-Bejtsova Sema je neutralna

b) Jednodimenzionalni linearizovani sistem jedima za gravitacione talase moze se napisati

L%y, (34)
ot o0x
9%, 2 _ , (35)
ot oX

gde jec® = gH. Diferenciranjem (34) i (35) pwi t, redom, talasna jedtiaa ima oblik

0’9 _ ,0%p

—=C"—. 36

ot? x> (36)
Da bi se ponovio postupak za dobijanje talasnegade (36) u kon&nim razlikama, primeie se

Linderts-Bejtsova Sema na (34) i (3&me nastaje

| iteracija
Y-y = -%( 2 - e?), (37)
Q2 —qf = —c* 4AAtX( W2 - i), (38)

I iteracija
G-y = - (g - ), (39)
g — V2 = 2 AL 4AA'[X ( Y2 - qn+11/2) _ (40)
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Sabiranjem (37) i (39), odnosno, (38) i (40) seij@dob

n+l_ .n _ _ At n+1/2 _  n+1/2
W 2Ax( * i )

n+l_ . n_ _.2 At n+1/2 _  n+l/2
¢ —¢ =-C _ZAX(UM -1 )

Oduzimanjem od (42) iste jedhiae, ali na vremenskom nivonl, nastaje

- At - -
o -2qf gt = e (W - ) - (- 2.

Sabiranjem u tki i +1 (37) i (39) ali na vremenskom nivau-1, dobija se

UiTlﬂZ _ qn+—1]JZ - _%[((ﬂn:zﬂz _ (ﬂn”[ 2) + ((ﬂn+—21/2 _ (ﬂn—]/ 2)] .

Sabiranjem u ki i —1 (37) i (39) ali na vremenskom nivau-1, dobija se

@ Q-

+ - At
n+U2 _ n-1/2 :__[( @ @l

U1 ~Ua e

Zamenom (44) i (45) u (43), sledi

N2 _ n+ﬂ2)+( n-12_ n—ﬂz)]

ot -2¢0 + gt =c? L R ) R (. F i ¢ i N O

2(28%)?
Oduzimanje (40) od (38) daje

n+1/2_1 n n+1
=2 ).

Oduzimanjem od (47) iste jedtfiae ali na vremenskom nivoni—1, dobija se

(ﬂn—ﬂz :%((ﬂn—l+(ﬂn) .

Konano, zamenom (47) i (48) u (46), dobija se

oM -2 + @t _ c? 1(D2¢”‘1+2D2(p”+D2 n+1)’
2 2
(at) (24x)° 4

Sto predstavlja trazenu aproksimaciju u komna razlikama za talasnu jediau.

(At)2 [( U2 o 12 n+1/2)+( -2 _ 5n-12 ”‘”2)].

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)
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GLAVA 7
OPERATORI
ZADATAK 7.1.
Dokazati identitet
absTaS:—% azasmag( bg‘%j (1)

gde sua i b neke zavisno promenljive razmaknuto rasgene duz proizvoljne koordinatne ose

O, je operator za centralni kohik konanih razlika preko rastojanja najblizih istorodnagaka,

—-S . . . . . v . - v . .
je operator osrednjavanja iz dve najblize istoeothike, a aa° ozna&ava proizvod vrednosti

promenljive a u dve susedne dke postavljene na koordinatnoj lingija je orijentacija u pravcu

koordinatne ose.

ReSenje:

Operatori za:

» centralni kolénik konanih razlika preko rastojanja najblizih istorodngtigkad ,

» osrednjavanja iz dve najblize istorodneke i

» proizvod vrednosti promenljive u dve susedriégpostavljene na koordinatnoj lingija
je orijentacija u pravcu koordinatne ose

mogu se napisati, redom

(6Xa)i,j =%(aiﬂ,j ~ 8- ) , (2)
@ix,j Z%(aﬂ,j + 3oy ) 3)
(éés)i = 8-1841- 4)
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Posmatranjem raspored@aka na Slici 44

(op

d
N s N D
—® ®) @) ), @)
1 2 3 5

4

Slika 44 Raspored promenljivih.

i koris¢enjem (3), leva strana (1) z&ka 3 se moZe napisati

(abésasjs = 83%[( D 5)4 +( B éz] :

Primenom (2) u t&&kama 2 i 4 iz (5), dobija se

11
(abB,a)_= - [bias~ byast b,ag- 0],

Sraiivanjem, (6) postaje

——Ss 1| a?
SR S

Clanovi sa desne strane (7) mogu se napisati

Sabiranje (9) i (10) daje

<=S ==S <= S
dﬁs(baaj =(baaj _(baaj |
2 3 2 4 2 )

Zamenom (8), (9) i (10) u (7) i koti&njem (11), dobija se

(abﬁsasj3 = —%(azésl);esg( b?jg.

Na kraju, generalizacijom (12) za bilo koj«¢hka, vazi

_ ==S
abd.a = —% a263b+6{ bz%j .

()

(6)

(7)

(8)

9)

(10)

(11)

(12)

(13)
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Identican postupak za dokazivanje (1) moze s@ kad Gavrilova i Tosi (1998).

ZADATAK 7.2.
Dokazati identitet
5(ba®) = ad b+ 15,4, 1)

gde sua i b neke zavisno promenljive razmaknuto rasgene duz proizvoljne koordinatne ose

0. je operator za centralni kofiik kon&nih razlika preko rastojanja najblizih istorodnéiaka, a

® je operator osrednjavanja iz dve najblize istoeotitke.

ReSenje:
Posmatranjem raspored&d&a na Slici 44 i kori&njem (2) iz zadatka 7.1, leva strana (1) za

tacku 3 se moZe napisati
=S _1 =S_h=5S
5(ba )3 == (0,25 - b,35) . @)
Koris¢enjem (3) iz zadatka 7.1, dobija se

S

ai= (v ). ©

&= (ar ). @

Zamenom (3) i (4) u (2) i nakon preraspodg#sova, sledi

o) (b)) 1 (as-a) 1, (a3-ay)
o), = g g g ©
Posmatranjem Slike 44 i koéBnjem (2) iz zadatka 7.1, svaki dkdnova desne strane (5) moze se
napisati
b -
a3( 4 - b) = (ad4b),, (6)
%28 o), "
(a‘S’d;al) = (54a), (8)
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Zamenom (6), (7) i (8) u (5), dobija se

_ 1
6S(bas)3=(aésljs+§[(tﬁsa)4+( kSSéz]' ©)
Ponovo, posmatranjem Slike 44 i kéagjem (3) iz zadatka 7.1, drugjan desne strane (9) moze

se napisati

%[(bésa)4 +(154d), = (tTSas)g. (10)

Zamenom (10) u (9), kotao se dobija

54(ba), = (25,8, +( bssasj3. (11)
Generalizacijom (11) za bilo kojudteu, vazi
5(ba®) = ad,b+ 1, a. (12)
Identikan postupak za dokazivanje (1) moze s@ kad Gavrilova i Toi (1998).
ZADATAK 7.3.
Dokazati identitet
34(ab) = a% b+ b%3, & 1)

gde sua i b neke zavisno promenljive razmaknuto rasgene duz proizvoljne koordinatne ose

0. je operator za centralni kotik konahnih razlika preko rastojanja najblizih istorodnédeka, a

° je operator osrednjavanja iz dve najblize istoeotike.

ReSenje:
Posmatranjem raspored&d&ia na Slici 44 i kori&@njem (2) iz zadatka 7.1, leva strana (1) za

tacku 3 mozZe se napisati

d¢(ab), = %(a4b4 - ayb,). (2)
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Dodavanjem i oduzimanjetlanovaa,b,/2 i a,b,/2 desnoj strani (2) i nakon gieanja, dobija se

_ata, b-b b,+b,a,~a
b} b -2 4 +2 4 44 2_ 3
s(ab); 2 d 2 d ®)

Posmatranjem Slike 44 i koédnjem (2) i1 (3) iz zadatka 7.1, svaki ¢ldnova desne strane (3)

moze da se predstavi u obliku, redom

a2 +a4 =S

S, &, (4)

b, ; bz _ (3:b),, (5)
2 b, ©)
% = (54a),- @)

Konano, zamenom (4)-(7) u (3), dobija se
84(ab), = 583(53@3 + (3, %3' (8)
Generalizacijom (8) za bilo kojudiu, vazi

5(ab) = a% b+ 0%, a 9)

Identican postupak za dokazivanje (1) moze s@ kad Gavrilova i Tosi (1998).

ZADATAK 7.4.

Dokazati identitet

ba’ = BSaS+d742(6sa)(6sb) , @)

gde sua i b neke zavisno promenljive razmaknuto rasgene duz proizvoljne koordinatne ose

O je operator za centralni kohik konanih razlika preko rastojanja najblizih istorodnagaka,

d,a ® je operator osrednjavanja iz dve najblize istoeotitke.

ResSenje:

Posmatranjem raspored&adka na Slici 44, za&ku 3 se (1) moze napisati

(b2°) -(6°2), =% (o8], @
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Prvi i drugic¢lanovi sa leve strane (2), kaf@hjem (3) iz zadatka 7.1, mogu se napisati

(ba®) =3][(ba, +(bd,]. @

—s_q) _1 1
(b a )3—§(th+ Q)E(a4+ 3). (4)
Oduzimanjem (4) od (3) i nakon dreanja, dobija se
hasl _([fRsss :E _ _
(ba”) -(b%3),=(a~a)(u-b). ©)
Koristeti (2) iz zadatka 7.15lanovi u malim zagradama na desnoj strani (5) nsegnapisati
(8 ~2p) = d(8:3);, (6)
(by = by) = (38, (7

Zamenom (6) i (7) u (5), dobija se

(ba") (b7, = d;[(asa)(a .. ®)

Na kraju, generalizacijom (8) za bilo koj&ka, vaZzi

—s d?
ba” - bSaS=7(5sa)(5sb). 9)

Identikan postupak za dokazivanje (1) moze s@ kad Gavrilova i To&i (1998).

ZADATAK 7.5.
Dokazati identitet

—s g d?
sa = s& +763a, (1)

gde jea neka zavisno promenljiva razmaknuto rasfiena duz proizvoljne koordinatne ose d

je operator za centralni kohik konanih razlika preko rastojanja najblizih istorodndtaka, d , a

° je operator osrednjavanja iz dve najblize istoeotike.

ReSenje:

Stavljanjem da je

b=s, (2)
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operator definisan izrazom (1) iz zadatka 7.4 gesta

2

sa = ‘§'Tas+d7(6sa)(6ss) . 3)
Posto su
=g, 4)
ds5=1, (5)
konano, iz (3) sledi
—s d?
sa = s& +763a. (6)

Identican postupak za dokazivanje (1) moze s@ kad Gavrilova i Tosi (1998).

ZADATAK 7.6.

Dokazati identitet

3Ja(AB) = (23,8 + 4 (3, A E), 1)
gde je J Arakavin Jakobijan,d; je operator za centralni kotiik konanih razlika preko

rastojanja najblizih istorodnih daka duz proizvoljne koordinatne ose, a ° je operator

osrednjavanja iz dve najbliZze istorodnékia
ReSenje:
Leva strana (1), moze se napisati
5Ja(AB) =55 ,A5 ,B-5 /5 8. )
Koris¢enjem identiteta (1) iz zadatka 7¢Banovi sa desne strane (2) se mogu napisati

5,(3,A5 ,B)=3,A5,5,B)+5,E5,(5, A, 3)

-5,(5,A5 B) = -5 , A5,(3,8) -5, B35, A. (4)

. . . . . . .—S
Promenom redosleda diferencira§a i d,, odnosno,d i d,, | operatora osrednjavanja,, sa

yl
odgovarajdim operatorima diferenciranja, moze se pisati
54(3,A5 ,B) = 5,A3, (5,8 +3, B5,(3, A, (5)

-5,(5,A5,B) = -5 , A%, (5,8 -5, B, (3, A. (6)
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Grupisanjem prvih, odnosno drugilanova sa desne strane (5) i (6), sledi
5,A%,(5:B) -5, A%, (58 = I 7.5, 8, (7)

5,B°,(5,A) ~5,8%, (54 =35 (6,4 B). 8)
Zamenom (7) i (8) u (2), identitet (1) je dokaz#dentican postupak za dokazivanje (1) moze se
nati kod Gavrilova i Tosi (1998).

ZADATAK 7.7.

Dokazati identitet

— 2

as = a+d76s(6@), (1)

gde jea neka zavisno promenljiva razmaknuto rasfiena duz proizvoljne koordinatne ose d

je operator za centralni kohik konanih razlika preko rastojanja najblizih istorodnétaka, d , a

® je operator osrednjavanja iz dve najblize istoeotike.

ReSenje:

Posmatranjem raspored&adka na Slici 44, za ¢ku 3 se (1) moze napisati

e d?
(a j ‘33:7[5s(5@)]3- (2)
3
Prvi ¢lan sa leve strane (2), katénhjem (3) iz zadatka 7.1, moze se napisati
e 1
(a j = (Erarara). €)
3
Oduzimanjemay od (3) i nakon skivanja, dobija se

(E]S—af%[(as—as)—(as— a)]. @)

Koristeti (2) iz zadatka 7.15lanovi u malim zagradama na desnoj strani (4) sgumapisati

(a5 - a) = d(554),,, (5)
(as—ay) = d(3s4), - (6)
Zamenom (5) i (6) u (4), dobija se
— _d
(a j -g5= z[(ésa)4 —(Bsa)z] . 7

3
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Ponovo, koristéi (2) iz zadatka 7.1, desna strana (7) moZe sesa@pi
(8:2), - (8:8), = 848 .. (8)
Zamenom (8) u (7), kokao se dobija
=5 _, _d?
(a )3 _7[55(5@)]3. 9)
Na kraju, generalizacijom (9) za bilo koj«ka, vazi
—s d2
as = a+765(65a). (10)
Identican postupak za dokazivanje (1) moze s@ kad Gavrilova i Tosi (1998).
ZADATAK 7.8.
Dokazati identitet
AD$B=3, A5, B+5, A B 1
ReSenje:
Leva strana (1) se bez operatora osrednjavanja magaeati
ADIB= A5, B+ A, B. 2)
Koristeti (1) iz zadatka 7.3lanovi desne strane (2) se mogu napisati
5, (A8,B) = A3, B+5,B S, A 3)
5,(A5,B)= A5, B+3, B/, A 4)
Primenjuji operator osrednjavanja preko cele oblasti na (8), dobija se
5,(A3,B) = A3, B+5,B5, A (5)
5,(A5,B)= A5, B+3, B/, A (6)
U zatvorenoj oblasti vaZi
A5, B= £5,,B, @)
AV6WB= A, B, (8)
5,B5,A=3 Bd A 9)
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5,B’5,A=3,B5 A. (10)
Zamenom (7)-(10) u (5) i (6), dobija se

5,(A5,B)= A5,,B+5 B A (12)

5,(A5,B)= A5, B+5 B, A (12)

U nastavku, sabiranjem (11) i (12), moze se napisat

5,(A5,B)+5,( /5 ,B)= A, B+3,B, A A, B35 B A (13)

Posto u zatvorenoj oblasti nema promene sredngrgkwcije,

A3,,B+5,,8)=0, (14)
iz (13) se konéno dobija

5,(A5,B)+3,( A5, B)=5,8, A3 B A (15)

Identikan postupak za dokazivanje (1) moze s@ kad Gavrilova i Toi (1998).

ZADATAK 7.9.

Dokazati identitet

5a°=95,.a, (1)
gde jea neka zavisno promenljiva razmaknuto rasgiena duz proizvoljne koordinatne ose o,

je operator za centralni kohik konanih razlika preko rastojanja najblizih istorodn#dtaka, d , a

® je operator osrednjavanja iz dve najblize istoeotitke.

ReSenje:

Posmatranjem raspored&adka na Slici 44, za &ku 3 se (1) moze napisati

(6555)3 = (8263),- @)
Leva strana (2), koriste(2) iz zadatka 7.1, moze se napisati
=S| — 1 =S_ =8
o), = 3= 8
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Koristeti (3) iz zadatka 7.15lanovi na desnoj strani (3) mogu se napisati
s_1
a :E(a5+ ag), (4)
s_1
as = E(a3+ a). (5)
Zamenom (4) i (5) u (3), dobija se
s\ _ 1 _
(6Sa )3 —E(a5 a). (6)
Koristeti (2) iz zadatka 7.1, desna strana (6) moze sesa@pi
(os-2)=(69 7
> a5~ &) =\0258,- (7)
Zamenom (7) u (6), kokao se dobija
(5558)3 = (3268) - 8)
Na kraju, generalizacijom (8) za bilo koj&ka, vaZzi
5.a° =5,.a. 9)

Identican postupak za dokazivanje (1) moze s@ kad Gavrilova i Tosi (1998).

M. B. Gavrilov, I. A. To&, M. Rarti¢



182 Operatori

NAMERNO PRAZNA STRANA
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LISTA SIMBOLA | OZNAKA

Opsti simbol za promenjivu véinu

Opsti simbol za nezavisno promenjivu ¥elu
Promenljiva

Arakavina A mreza,

Amplituda r&unskog dela reSenja,

parametar,

promenljiva

Amplituda preskéne Seme dobijena Ojlerovom Semom

Amplituda preskéne Seme dobijena Hjunovom Semom

Arakavina B mreza

Promenljiva

Konstanta,

parametar

Konstanta

Fazna brzina u opStem &hju u jednoj ili dve dimenzije,
fazna brzina u analikom slitaju u jednoj ili dve dimenzije
Grupna brzina u opStem &aju,

grupna brzina u analktom slwaju
Fazna brzina duz pravca

Fazna brzina du¥ pravca

Arakavina C mreza
Korak mreze

Korak mreze
Totalni izvod redan velicine (---)

Arakavina D mreza

Osnova prirodnog logaritma funkcija
Arakavina E mreza

Koriolisov parametar,

funkcija

Ubrzanje Zemljine teze

Visina

Visina kao nepoznata véina

Osnovna visina

Imaginarna jedinica

Indeks pravilne mrezedaka ux pravcu
Maksimalna vrednost indeksaxupravcu,
rezultanta osnovne struje

Indeks pravilne mrezedaka uy pravcu
Jakobijan u analitkom slwaju
Arakavin Jakobijan

Jakobijan u diskrethom siaju

Talasni broj u opStem siaju duzx pravca,
osa na dijagramu talasnih brojeva

Osa na dijagramu talasnih brojeva
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K Svojstvena vrednost talasnog bropapravcu
Kmax Maksimalni talasni broj
K, "Preslikani” talasni broj
K Kineticka energija
I Talasni broj u opStem slaju duzy pravca,
osa na dijagramu talasnih brojeva
I’ Osa na dijagramu talasnih brojeva
) Svojstvena vrednost talasnog brojapravcu
lim Limes
L Duzina intervala,
talasna duzina
L, Talasna duzina "preslikanog" talasa
L, Ly, Ly Talasne duzine
L, Talasna duzina o pravcu
L, Talasna duZina y pravcu
m Opsti indeks,
indeks svojstvene vrednosti dupravca
mn Indeks svojstvene vrednosti
Max Matematéki operator za biranje najée od svih pondenih vrednosti
n Opsti indeks,
indeks svojstvene vrednosti dypravca,
izvod funkcije,
vremenski nivo
N Indeks
0] GreSka odsecanja Tejlorovog reda
p Promena faze ¢aog reSenja po jednom koraku vremena
q Potencijalna vrtloznost,
advektirana vetina
r Relativha promena faze,
relativna fazna brzina
t Vreme
t, Vremenski nivo
u Komponenta vetra dux pravca
Ug Komponenta geostrofskog vetra dxzZpravca
u,u Osnovna struja (brzina vetra) duzpravca,
fluks mase dux pravca
U Fluks mase du%' pravca
Ux Fluks mase kao nepoznata viela duzx pravca
U (t) Amplituda
ul) Amplituda preskéne Seme na nivo(1. )
U(()'") Amplituda Ojlerove $eme na nivdu.)
U L) Amplituda Hjunove $eme na nivdu)
\Y Komponenta vetra duzpravca
vV, Komponenta geostrofskog vetra dudravca
YAV Osnovna struja (brzina vetra) dypravca,

fluks mase duy pravca
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Fluks mase duy' pravca

Fluks mase kao nepoznata ¥ela duzy pravca
Koordinatna osa

Koordinatna osa

Promenljiva

Koordinatna osa

Koordinatna osa

Promenljiva

Parametar,

ugao

Parametar

Parametar

Mala vrednost

Centralni kolénik konanih razlika velkine (---) iz dve najblize istorodne dke duz
(...) pravca

Centralni kolénik konanih razlika veltine (---) preko dva intervala mreze d{iz.)
pravca

Prostorni korak dux pravca

Prostorni korak du® pravca

Vremenski korak

GreSka odsecanja
GreSka odsecanja preske Seme

GreSka odsecanja Adams-Basfortove Seme
Relativna vrtloznost
Enstrofija

Promena faze numekiog reSenja po jednom koraku vremena
Rosbijev radijus deformacije,

faktor povéanja

Faktori povéanja

Faktori povéanja
Faktor povéanja
Koeficijent

Frekvencija
Parametar
Ludolfov broj
Geopotencijal

Potencijal brzine

Strujna funkcija

Ugaona frekvencija

Parcijalni izvod veline (---) po(...) redan
Laplasov operator

Laplasov operator “puta”

Laplasov operator “plus”

Veli¢ina (---) na mrezama A, B, C, Di E

Veligina (-+) u jednodimenzionalnoj mreZidaka
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Veligina (-+) u dvodimenzionalnoj mreZitaka
Veligina (-+) u prostorno-vremenskoj mrezitka
Imaginarni deo vetine -+

Veligina (-+) u prostornoj mrezi taka

Veligina (---) u prostorno-vremenskoj mrezistka

Veligina (-+-) na nivou vremena

Svojstvene vrednosti véine () u dvodimenzionalnom staju
Realni deo vetine ()

Veligina (---) na prognostikom nivou +

Diskretne vrednosti veiine ( . )

Amplituda veltine (--)
Poreméene veltine (-

Linearno osrednjavanje véie (---) izmedu dve najblize teke duZ(...) pravca
Linearno osrednjavanje vaiie (---) izmedu getiri najblize take dug(...) pravca

Linearno osrednjavanje véiie (--) u oblasti

Operator osrednjavanja
Operator proizvoda veina iz dve susednedee duz koordinatne ose
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GRCKI ALFABET

alfa

beta

gama

delta

epsilon

zeta

eta

teta

iota

kapa

lambda
mi

ni

ksi

omikron

pi

ro

sigma

tau

ipsilon

fi

hi

psi
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LISTA OSNOVNIH FUNKCIJA |

NAREDBI

U FORTRANU | MATLABU

Funkcije opSte namene

FORTRAN MATLAB
raspoloziva pom®d help
brisanje radnog prostora clear

Operacije sa matricama

FORTRAN MATLAB
sabiranje + +
oduzimanje - -
mnozZenje * *
delenje s desna /
stepenovanje o N

Operacije sa nizovima brojeva

FORTRAN MATLAB
sabiranje + +
oduzimanje - -
mnozenje * X
delenje s desna N
stepenovanje ** N

Komandni prozor

FORTRAN MATLAB
prikazuje matricu ili tekst print disp
brisanje ekrana cls clc

Grafi ¢ki prozor

FORTRAN MATLAB
linearni x-y grafik plot
konturni crtez contour
domen za mrezne 3D povrsine meshdom
crtanje mreze po grafiku grid
naslov crteza title
oznaavanje x-0se xlabel
oznaavanje y-ose ylabel
rucno skaliranje osa axis
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Lista osnovnih funkcija i naredbi u FORTRANu i MAABU

Specijalni karakteri

FORTRAN MATLAB
iskaz pridruzivanja = =
za formiranje vektora i matrica [ [
videti[ ] ]
redosled u aritmetkom izrazu ( (
videti( ) )
decimalna taka . .
nastaviti iskaz u sledem redu &
razdvajanje indeksa i argumenata| , ;
kraj iskaza, bez prikazivanja ;
komentari C %

Specijalne vrednosti

FORTRAN MATLAB

T - Ludolfov broj pi
Elementarne matematéke funkcije

FORTRAN MATLAB
apsolutna vrednost ili modus abs abs
kvadratni koren sqrt sqrt
sinus sin sin
kosinus Cos cos
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